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کننده خطا                            سازی برای کدهای تصحیحعنوان کد: چند مشخصههای متناهی بهقاب

 برای رفع خطا در انتقال اطلاعات الگوریتمو سه 

 3یمظاهر یدحم ،*2یخانیعل ید، سع1یریجوانش ینحس
 دانشکده علوم ریاضی دانشگاه یزد ،دانشیار -3 ،استاد -2، دانشیار -1

 (69/63/19، پذیرش: 11/12/19)دریافت: 

  چکیده

در این دهد، متکی است. میها تشکیل پایه برای یک فضای با بعد متناهی هایی که سطرهای آنکدهای خطی در نظریه کدگذاری، به ماتریس

های متناهی در کدکردن ها، ابتدا ایده استفاده از قابپذیر پایهعنوان یک جایگزین انعطافبه ها،پس از بیان مقدمات لازم برای قاب ،مقاله

ها از توان بالایی در کشف و تصحیح شده توسط آننمود که کدهای خطی معرفیخواهیم  را معرفیی یهاقاباطلاعات را مطرح و سپس 

هایی با استفاده از انواع  های جدیدی از چنین قابهایی برای ساخت مثالروش. مده در فرآیند انتقال اطلاعات برخوردار باشدوجودآخطاهای به

 توان بسیار گسترده درنظر گرفت.شده در برخی مقالات را میهای معرفیدهیم خانوادهطور ویژه نشان میبه ها مطرح شده وآن شدهشناخته

یافته برای بازسازی اطلاعات های تقریبی و تعمیمنماییم که راه برای استفاده از دوگانه کدکردن اطلاعات را طوری اصلاح میدر نهایت، اید

 شده دریافتی نیز ارایه شده است.دریافتی هموار شود. همچنین، چند الگوریتم برای بازسازی دقیق اطلاعات مخدوش

یی كدگشا ی،كدگذار یافته،یمدوگان تعم یبی،دوگان تقر یس،قاب، عملگر، ماتر، GPS :هاكلید واژه

 8 مقدمه -8

ها نظریه اطلاعات و کدگذاری دانش انتقال دقیق و اقتصادی داده

توان به مکالمات عنوان نمونه، میاست. بهمکانی به مکان دیگر از 

های و ارسال تصویر از دیگر سیارات به زمین توسط ایستگاهتلفنی 

یک کد خطی به اشاره نمود.  CDها روی فضایی و نگهداری داده

، زیر فضایی از فضای   عضوی از qروی میدان متناهی  nطول 

  برداری 
های این فضا برای  توان از پایهاست. بنابراین، می   

صورت یک ماتریس این پایه غالبا به بیان عناصر فضا استفاده کرد.

نامند و ماتریسی است  شود که آن را ماتریس مولد کد می بیان می

که در با توجه به اینباشند.  که سطرهای آن پایه برای کد می

یک بهها یک تناظر یکبین عملگرها و ماتریس بعد متناهیحالت 

طرهای ای که س   ماتریس  هرتوان گفت که وجود دارد، می

دهد، یبا بعد متناهی مآن تشکیل پایه برای یک فضای برداری 

رو، در نظریه کدهای این ماتریس مولد یک کد خطی است. از

  ست از عملگرهای ا چیزی که نیاز است عبارتتمام خطی، 

یک که نقش کدگذاری را بههای یکخطی یا همان ماتریس

  شایی را بازیبرعهده دارند و معکوس چپ آنها که نقش کدگ

 .]1-4[ کنندمی

 

alikhani@yazd.ac.ir رایانامه نویسنده مسئول: *    

 دلیلها در فضاهای هیلبرت بهقابهای اخیر، در سال

عنوان یک ها، بهبرخورداری از خاصیت افزونگی نسبت به پایه

کنیم که  می اند. یادآوریفراگیر شده هاآن جایگزین مناسب برای

      با بعد  برای فضای هیلبرت             مجموعه 

؛ به این ]5-7[ را تولید کند یک قاب است، هرگاه آن    

        ،موجود باشند         اعداد    معنی که برای هر 

∑   کهطوریبه     
 
در ها، برخلاف پایهتوجه کنید که ؛    

دارای اهمیت نیست. این         یکتایی اعداد  تساوی اخیر

موجود باشند،       های مثبت ثابتویژگی معادل این است که 

 :داشته باشیم  در   که برای هر طوریبه

 ‖ ‖  ∑|〈    〉|
   ‖ ‖ 

 

   

  

 ، برای   هر قاب  به نامیم.های قاب میرا کران    اعداد 

ز اهمیت ئها بسیار حاشود که در نظریه قابمی وابستهسه عملگر 

در ، برای معرفی آنها ابتدا اجازه دهید تذکر دهیم که باشدمی

بعدی اعداد حقیقی و یا - برای نمایش فضای    این متن ادامه

 رود.کار میهمختلط ب

صورت به    را برای هر         .  عملگر خطی 1

 :نامیممی  قاب  را عملگر تجزیه کنیم و آنزیر تعریف می

  ( )  (〈    〉   〈    〉)  
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  . عملگر خطی 2
برای هر  ،  الحاق عملگر ،       

صورت زیر قابل محاسبه و به   متعلق به  (       )بردار 

   قاب را عملگر ترکیب و یا عملگر بازسازی  معرفی است و آن

 .نامیممی

  
 ((       ))  ∑     

 

   

 

صورت به    برای هر   ، لگر قاب وابسته به قاب عم. 3

 شود:زیر تعریف می

  ( )    
   ( )  ∑〈    〉  

 

   

  

         عملگر ،  کنیم که برای قاب یادآوری می ]7[از 

  یک، بهیک
، یک عملگر  خودالحاق،   پوشا و عملگر قاب آن،   

نامساوی   در   برای هر همچنین  پذیر است.مثبت و معکوس
∑ |〈    〉|

   ‖ ‖  
  ‖اگر  تنها و اگر است برقرار    

 ‖  √  

این امکان را فراهم    پذیر بودن عملگر ویژه، معکوسباشد. به

زیر نمایش  کمک فرمول بازسازیبهرا   در   هر کند که می

 هیم:د

(1)  
  ∑〈    

    〉   ∑〈    〉

 

   

 

   

  
      

  اگر قرار دهیم 
       

         
گاه مجموعه ، آن     

  
 های یک قاب با کران    

 
 و  

 
را دوگان  است که آن  برای  

 صورت( برحسب عملگرها به1نامند. تساوی )می  کانونیک قاب 

   
   
          

    
    

معرف عملگر همانی     که در آن و در ادامه ؛ قابل بیان است

یک قاب                است. در حالت کلی، اگر   روی 

  باشد که تساوی   برای 
          

را برقرار کند،     

هایی از را دوگان یکدیگر گوییم. تعمیم  و   های آنگاه قاب

ود، ها اشاره خواهیم نمای که در ادامه به آنگونهرابطه دوگانی، به

را دوگان تقریبی   و   های ها مطرح است. قابدر نظریه قاب

 یکدیگر گوییم هرگاه ]8[

 ‖      
   ‖         ؛  

  گوییم، هرگاه عملگر  ]8-9[یافته آنها را دوگان تعمیم
    

 پذیر باشد.معکوس

توانیم به معرفی نحوه ای هستیم که میاکنون در مرحله

های متناهی بپردازیم. برای این به کمک قاب کدکردن اطلاعات

  یک قاب برای                 منظور، فرض کنید مجموعه

هایی که برای استفاده یکی از ایدهاست.    همراه با عملگر تجزیه 

 این باشد، بهدر نظریه کدگذاری مطرح می ی متناهیهااز قاب

طور ، که به سیگنالکدکردن اطلاعات یا صورت است که برای 

 بردار  است،  متناهی با بعد فضای یک متعلق به  طبیعی

    (〈    〉   〈    〉)
  

از     بردار  گیرند. سپسدر نظر می  عنوان نسخه کدشده را به

توسط کننده )ب( ارسال و درنهایت فرستنده )الف( به دریافت

  نماد ، که در این متن با بازسازی قاب  عملگر
نشان داده   

       د؛ برای اطلاعات بیشتر مراجعگردکدگشایی میشود می

تر، دقیق طورعنوان نمونه ملاحظه کنید. بهرا به ] 11-13و  2،2[

ها معرفی  در مقایسه با کدهای خطی کلاسیک که به کمک پایه

     هایی که سطرهای آن تشکیل یک قاب ماتریسشوند، می

        مولد کدهای خطی در نظرماتریس عنوان بهدهند را می

های ارتباطی همواره درگیر نویز    اما، از آنجا که کانال گیرند.می

باشند، فرآیند ارسال همواره بدون خطا نیست.          یا امواج می

واسطه نویز بردار تر، احتمال دارد گیرنده بهطور دقیقبه
(〈    〉       〈    〉 عنوان ضرایب قاب اطلاعات را به (   

          کننده، سیگنالرو، دریافتاین از کند. دریافت   کدشده

 صورت زیر بازسازی خواهد نمود:را به شدهدریافت

∑(〈    〉    )

 

   

      ∑〈    〉 
    

 

   

    (∑    

 

   

) 

                                 (       )  

 :گاهنشان دهیم، آن ̃ شده را با بنابراین، اگر سیگنال بازسازی

 ̃         (       )
   

ای به بردار گونهبه (       )عنوان نمونه، ممکن است بردار به

های بردار برخی از مولفهدر فرآیند ارسال اضافه شود که     

یا ترتیب و را ازدست بدهیم یا به اصطلاح مخدوش شوند؛     

بنابراین، هرگز  .کنددچار تغییر آرایش را     اولیه عناصر بردار 

های اطلاعات  توان اطمینان صددرصد داشت که کلیه بیتنمی

ها         رو، ابزارها، روشازاینشکل کاملا صحیح منتقل شود. به

ریزی شوند ای برنامهگونهاطلاعات باید بههای کدکردن و الگوریتم

در که توان بازسازی اطلاعات دریافتی ناقص را داشته باشند. 

های متناهی، های کدگذاری اطلاعات به کمک قابالگوریتم

باشد. تمرکز در انتخاب قاب مناسب برای تولید کدهای خطی می

 ]11[ه در مقالهای مناسب برای تولید کدهای خطی قاببرخی 

ضمن معرفی  ،]11[اند. درحقیقت، مولفان در مرجع معرفی شده

، تقریباً خودشناس و تقریباً توانمند مازاد یکنواخت- های قاب

شده معرفی کدهای خطی که دادند شدگی، نشانبه مخدوش نسبت

ها در بازسازی اطلاعات دریافتی ناقص بسیار توسط این قاب

و  موجود است، ساختن مثالکارساز هستند. اما، چالشی که 

در باشد. ویژه در ابعاد بالا میها، بههایی  از این نوع قابنمونه

های اعداد اول و البته ، با استفاده از ویژگی]14و  11[مقالات 

هایی از این نوع اند مثالمحاسباتی بسیار پیچیده، مولفان توانسته
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معرفی کنند. تا  ،  بعدی اعداد حقیقی، - ها برای فضای قاب

های واقعی دیگری از این شناسیم، نمونهآنجا که ما موضوع را می

طور ها تاکنون مطرح و معرفی نشده است. سوالاتی که بهنوع قاب

های توان مثالرسد اینها هستند که: آیا میطبیعی به ذهن می

تر نمود؟ اگر تغییرات اندکی در ها را گستردهواقعی این نوع قاب

، تقریباً خودشناس و یا مازاد یکنواخت- های صر یک قابعنا

شدگی ایجاد شود، آیا قاب تقریباً توانمند نسبت به مخدوش

خاصیتش را ازدست خواهد داد؟ تا چه میزان تغییرات خواص این 

ها تنها که، آیا ساختن این قابدیگر اینها پایدار هستند؟ قاب

 ؟محدود به استفاده از اعداد اول است

حاضر به پاسخ دادن سوالات فوق اختصاص  بخشی از مقاله

مقاله حاضر از دو بخش تشکیل شده است. تر، طور دقیقدارد. به

های خطی با توان کدساختن برای  مناسبهای در بخش اول قاب

دهیم ، نشان می. سپسکنیم بالا در تصحیح خطا را یادآوری می

 ی از آشوب پایدار بوده و ازها تحت انواع خاصاین خانواده از قاب

باشد که در یک   ، یک مجموعه از عناصر  رو، اگر این

، تقریباً مازاد یکنواخت- همسایگی مناسب از یک قاب 

شدگی انتخاب خودشناس و یا تقریباً توانمند نسبت به مخدوش

یک مثال جدید از قابی با همان نوع خواهد   شده است، آنگاه 

دوم، یک ایده جدید برای کدکردن اطلاعات به در بخش بود. 

کنیم که این ایده راه برای های متناهی مطرح میکمک قاب

کدگشایی و بازسازی اطلاعات ارسالی با استفاده از روابط دوگانی 

ه معرفی کند. سپس، بهموار می ]8-9[یافته و تعمیم ]8[تقریبی 

 دریافتیکدشده  اطلاعاتتصحیح خطای چند الگوریتم برای 

 خواهیم پرداخت.

های سازی برای قابچند مشخصهتعاریف و  -2

 مفید در كدگذاری

  یک فضای هیلبرت با بعد متناهی از بعد   در سراسر این مقاله 

برای   یک عدد طبیعی بزرگتر یا مساوی آن است. نماد   و 

همچنین، . رودکار می به  برای              نمایش قاب 

و  ( ) پذیر است و نمادهای یک عملگر معکوس      

  عملگر  فضای بردو برای نمایش فضای پوچ  ترتیب،، بهرا ( ) 

 کار خواهیم برد.ه ب

هایی های مفید در نظریه کدگذاری، قاباولین رده از قاب

که شده درحالتیبرای بازسازی ضرایب قاب مخدوشهستند که 

ها در بردار آن دست دادن( )از شدنمکان مخدوش

(〈    〉   〈    〉)
 برای ما مشخص باشد، بسیار مفید است.  

، ابتدا اجازه دهید ]11[ها از مقاله قبل از یادآوری تعریف آن

هرگاه  است،یک قاب دقیق   برای    قابیادآوری کنیم که 

باقیمانده برای  حذف هر کدام از عناصر آن باعث شود که مجموعه

دقیق است هرگاه حذف   عبارت دیگر قاب یک قاب نباشد؛ به  

 .را تولید نکند  هریک از عناصر آن فضای 

مازاد یکنواخت گوییم - را   برای   قاب  .8-2تعریف 

  رای عنصر دلخواه از آن یک قاب دقیق ب   هرگاه حذف هر

 .معرفی کند

یر است که با گام آغازین ما برای ارائه نتایج این بخش، لم ز

رو، ما این چندان سختی قابل مشاهده است و ازانجام محاسبات نه

 کنیم.نظر میاز ارائه اثبات آن صرف

 است ترتیب، دقیق()به مازاد یکنواخت- ،  قاب . 2-2 لم

مازاد - یک قاب                  مجموعهاگر و تنها اگر 

 .ترتیب، دقیق( باشد)به یکنواخت

است،     مازاد یکنواخت- یک قاب   اکنون فرض کنید 

          گاه طبق تعریف مجموعه آن
 {           

، که {

است، یک قاب است.   عنصر مجموعه   حاصل از حذف 

 صورت زیر قابل معرفی استبنابراین، عملگر قاب آن به

          
  ∑ 〈     〉     

   

   

 

          قابل توجه است که، 
یک عملگر خودالحاق، مثبت  

مند بسیار پذیر است. همچنین برای خواننده علاقهو معکوس

سخت نخواهد بود که بررسی کند این عملگر در نامساوی 

          
از مرجع  2-2-5صادق است. بنابراین، قضیه     

 دهد کهنتیجه می ]15[

‖          
‖   ‖و‖  ‖ 

  ‖  ‖          

  ‖   

توانیم ، نمادگذاری و مشاهدات اخیر، می2-2به کمک لم 

بندی و اثبات کنیم که در آن به بررسی قضیه زیر را فرمول

تحت یک آشوب خاص  مازاد یکنواخت- های پایداری قاب

در یک همسایگی مناسب از   رو، اگر مجموعه ایم. ازاینپرداخته

شده انتخاب شود، آنگاه با شناخته مازاد یکنواخت- اب یک ق

 ها مواجه خواهیم شد. مثال جدیدی از این نوع قاب

با  مازاد یکنواخت- یک قاب   فرض کنید. 9-2قضیه 

یک              است. اگر  برای  و   های کران

 باشد که  زیرمجموعه از بردارهای 

    ∑‖     ‖‖  
  (  )‖   
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              بر این، برای هر انتخااب   و علاوه

 از اعداد طبیعی

          
  ∑ ‖       ‖‖          

  (   )‖   

   

   

  

 است.   برای مازاد یکنواخت-  یک قاب  گاه آن

است.    راییک قاب ب  دهیم که میابتدا نشان برهان. 

نگاشتی با ضابطه زیر        برای این منظور، فرض کنید

 است:

  ( )  ∑〈    
  (  )〉

 

   

  (   )     

 :شود کهمشاهده می

‖    ( )‖  ‖∑〈    
  (  )〉(     )

 

   

‖ 

 ∑‖     ‖‖  
  (  )‖‖ ‖

 

   

 

  
 
‖ ‖          

  ‖پذیر است که عملگری معکوس   رو، ازاین
  ‖   

    
 .

 داریم:  متعلق به   لذا برای هر 

‖ ‖  〈   〉  〈∑〈  
  ( )   

  (  )〉  

 

   

  〉 

 (∑|〈  
  ( )   

  (  )〉|
 

 

   

)

 
 

(∑|〈    〉|
 

 

   

)

 
 

 

 
 

√ 
‖  

  ( )‖(∑|〈    〉|
 

 

   

)

 
 

 

 
 

√ 
 

 

    

‖ ‖(∑|〈    〉|
 

 

   

)

 
 

  

 :دهد کهاین نتیجه می

(    )
   ‖ ‖  ∑|〈    〉|

 

 

   

  

شود که شرط کران بالای قاب از طرفی به سادگی دیده می

مازاد - برقرار است. اکنون برای اثبات   نیز برای مجموعه 

          فرض کنید   بودن قاب  یکنواخت
 {           

} 

است. واضح است که بدون   عضوی از     یک زیر مجموعه 

توان فرض نمود که ی میاز دست دادن هیچ کلیت

          . با استفاده از شرط              
و    

          توان مشاهده نمود که نگاشت مشابه فوق، می
     

 با ضابطه

          
( )  ∑ 〈            

  (   )〉    

   

   

 

          پذیر و معکوس
است. اکنون،   یک قاب برای  

          و دقیق بودن قاب  ]7[مرجع  5-4-8گزاره 
نتیجه   

 :دهد کهمی

          
(   )     

(         )    

اثبات قضیه را کامل        1-2درنهایت، این تساوی و لم 

 کند.می

های مفید در کدگذاری، برای معرفی دومین رده از قاب

فرض  مقدمات هستیم. برای این منظور، نیازمند معرفی برخی

رو،طبق است. ازاین  مازاد یکنواخت برای - یک قاب   کنید 

یک قاب   از                        ه مجموعتعریف زیر

،       دقیق بودن قاب  است. لذا، با استفاده از  دقیق برای 

را  {                    } فردمنحصربه توان اسکالرهایمی

 :طوری انتخاب نمود که

   ∑                                        

 

     

  

اشاره دارد.      به مزدوج عدد مختلط       ،که در آن

 ( )  برداری دلخواه در  (〈    〉   〈    〉)بنابراین، اگر 

 :داریم      عدد طبیعی  گاه برای هرباشد، آن

〈    〉  ∑     〈    〉   

 

     

  

صورت زیر تعریف را به           ،   ماتریس  اگرحال، 

 شود،

           (
   
   
   

           

   
              

)  

گاه برای هر ، آناست      که بخش اول آن ماتریس همانی

 خواهیم داشت: ( )  در  (          )  بردار 

(2) 
           

  (
 
 
 
) 

( 2در تساوی )است که     برداری در   برعکس فرض کنید 

گاه پوشایی آنیک قاب دقیق است،          . چونصادق است

، موجود است  متعلق به   عنصر کند که ، تضمین می  عملگر 

 :کهطوریبه

〈    〉                                      

های دقیقا در یک در اینجا لازم به یادآوری است که قاب

های ریس هستند. ارز پایههای همفضای هیلبرت، دقیقا قاب

 :خواهیم داشت ،بنابراین
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〈    〉  ∑        

 

   

       

                  

این مشاهدات در حقیقت اثباتی برای گزاره  .( )     لذا،

 :زیر است

مازاد یکنواخت برای - یک قاب   مفرض کنی :4-2گزاره 

برای هر انتخاب  پذیر است. آنگاهیک ماتریس معکوس  و   

             ماتریس طبیعی اعداد از              
 ،

است، وجود     های آن ماتریس همانی که بخشی از ستون

 که:طوریدارد به

    ( )     ( )    ( )   (            
) 

              مازاد یکنواخت- قاب     در این رابطه، 

            
 است.            

هایی های مفید در نظریه کدگذاری قابدومین رده از قاب

، ( )   عناصر بردار برای شناسایی ترتیب اصلیاست که 

یافته از آن را دریافت تغییر آرایش کننده یککه دریافت یدرصورت

 کند، بسیار کارساز هستند.

مازاد یکنواخت - یک قاب   فرض کنید . 5-2تعریف 

( )  ازای آن  یک ماتریس است که به  و   برای    ( ) .

، هرگاه برای هر را تقریباً خودشناس گوییم  صورت، قاب دراین

 های ماتریسکه حاصل از یک تجدید آرایش از ستون ̃ ماتریس 

 :است، داشته باشیم   

    ( )      (
 
 ̃

)  

نتیجه  5-2و تعریف  4-2سادگی از گزاره گزاره بعدی که به

زیر مورد استفاده قرار خواهد  7-2شود، برای اثبات قضیه می

 گرفت.

یک عملگر   و     برای یک قاب  فرض کنید . 6-2گزاره 

و  مازاد یکنواخت- یک قاب   صورت، پذیر است. دراینمعکوس

                   است اگر و تنها اگر مجموعه تقریباً خودشناس

تقریباً و  مازاد یکنواخت- یک قاب                

 باشد. خودشناس

و  یکنواختمازاد - یک قاب   فرض کنید . 7-2قضیه 

است. همچنین     برای  و   های با کرانتقریباً خودشناس 

  یک زیرمجموعه از بردارهای             فرض کنید 

 است که

    ∑‖     ‖‖  
  (  )‖   

 

   

 

              بر این، برای هر انتخااب  و علاوه 

 از اعداد طبیعی

          
  

∑ ‖       ‖‖          

  (   )‖   

   

   

  

و تقریباً خودشناس  مازاد یکنواخت-  نیز یک قاب  آنگاه 

 است.  برای 

  دهد که نتیجه می 3-2ابتدا توجه داریم که قضیه برهان. 

است. اکنون برای اثبات     برای مازاد یکنواخت-  یک قاب

توان می، 3-2تقریباً خودشناس بودن آن، مشابه روند اثبات قضیه 

 :با ضابطه             مشاهده نمود که نگاشت 

        ( )  ∑ 〈          
  (  )〉  

 

     

 

 داریم:          پذیر و برای هر  معکوس

        (  )       

ای از مجموعه {                    }بنابراین، اگر 

ازای آنها  فردی باشند که تساوی زیر بهی منحصربهاسکالرها

 برقرار است

   ∑                                         

 

     

 

دهد که نتیجه می         بودن ماتریس پذیرآنگاه معکوس

فردی ، اسکالرهای منحصربه{                    }مجموعه 

 کنند هستند که تساوی زیر را نیز برقرار می

   ∑                                         

 

     

 

خودشناس  بنابراین، .                      رو،ازاین

 دهد.را نتیجه می  خودشناس بودن   بودن قاب 

های مناسب برای خواهیم، سومین رده از قابدر ادامه می

کننده خطا را معرفی کنیم. برای ساختن کدهای خطی تصحیح

   مازاد یکنواخت برای- یک قاب   فرض کنید که این منظور، 

است. برای هر انتخاب   یک عدد طبیعی کمتر اکید از   و 

تعریف     اعداد طبیعی و هر از               

 :کنیممی

            
   (〈    〉   〈      〉)  

است،    یک قاب برای             از آنجا که مجموعه 

            سادگی قابل مشاهده است که نگاشت به
، یک عملگر 

قاب  مازاد یکنواخت- از طرفی یک است. بهتعریف و یکخوش

 مجموعه دهد کهنتیجه می،    همراه به  

              
         

        
  

، ضرایب        برای هر  رو،ازاینیک قاب دقیق است. 

 :شود کهچنان پیدا می     فرد منحصربه اسکالر
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    ∑          

   

       

 

            بنابراین، اگر 
(   )ماتریسی    باشد (   ) 

 :شودصورت زیر معرفی میکه به

            
 (

   
   
   

               

   
                   

) 

(   )که بخش اول آن ماتریس همانی  ، است (   ) 

 :توان گفت کهمی 4-2گزاره مشابه گاه، آن

              
( )              

 ( )              
( )

  (            
)  

مازاد یکنواخت - یک قاب   فرض کنید که . 1-2تعریف 

را   قاباست.   اکید از  کمتریک عدد طبیعی   و    برای

شدگی تقریباً توانمند گوییم، هرگاه برای هر مخدوش- نسبت به 

 دو انتخاب دلخواه

           و                   
        

    

(         )با شرط   (  
        

 :داشته باشیم ( 

            
( )       

        
 ( )  

ای با این حکم که تواند گزارهسادگی میمند بهعلاقه خواننده

شدگی تقریباً مخدوش- نسبت به   مازاد یکنواخت - قاب 

  پذیر  ازای عملگر معکوستنها اگر بهاگر و  است توانمند

باشد که  مازاد یکنواخت- یک قاب             مجموعه 

است، اثبات کند. اما،  شدگی تقریباً توانمندمخدوش- نسبت به 

های تمایل داریم، برای فراهم کردن روشی برای ساخت مثال

شده، شدگی شناخته های توانمند نسبت به مخدوشجدید از قاب

ها را تحت آشوب بررسی کنیم. قضیه زیر پایداری این نوع از قاب

پرداخته است؛  ،تحت آشوب ،هابه بررسی پایداری این نوع از قاب

و مختصرگویی از  7-2جهت شباهت روند اثبات آن با قضیه که به

 کنیم.نظر میاثبات آن صرف

با  مازاد یکنواخت- یک قاب   فرض کنید . 3-2قضیه 

   عدد طبیعیازای یک است که به    برای  و   های رانک

    شدگی تقریباً توانمندمخدوش- نسبت به ،  کمتر اکید از 

یک زیرمجموعه             . همچنین فرض کنید باشدمی

 :است که  از بردارهای 

    ∑‖     ‖‖  
  (  )‖   

 

   

 

از                بر این، بارای هار انتخااب    و علاوه

 اعداد طبیعی
 

          
  

∑ ‖       ‖‖          

  (   )‖   

   

   

  

است که   برای  مازاد یکنواخت- نیز یک قاب   گاه آن

 باشد.می تقریباً توانمند شدگیمخدوش- نسبت به 

ای و یک مثال که نتیجهاین بخش را با ارائه قضیه زیر 

رسانیم. قابل توجه است که این مستقیم از آن است به پایان می

، تقریباً خودشناس و مازاد یکنواخت- ها قضیه نیز پایداری قاب

نوعی دیگر از ، نسبت بهشدگیمخدوشنسبت تقریباً توانمند 

کمک این قضیه و قضیه  دهد. بهآشوب را مورد بررسی قرار می

اعداد         شود که اگر مشاهده می ]14[مرجع  از 1-3

حقیقی باشند که در یک همسایگی مناسب از اعداد اول متمایز 

های های جدیدی از قابانتخاب شوند، آنگاه مثال        

برای  شدگیمخدوشنسبت تقریباً توانمند تقریباً خودشناس و 

 قابل احتصال است.   

و   های با کران  یک قاب برای   فرض کنید. 81-2قضیه 

اعداد                است. اگر برای مجموعه   

𝛼   (   ) که برای هر بردار طوریموجود باشند به

(          )
 :داشته باشیم     

(3) 
‖∑  (     )

 

   

‖  𝛼‖∑    

 

   

‖   ‖∑    

 

   

‖ 

) های یک قاب با کران  آنگاه 
   

   
)
 

) و  
   

   
)
 

است.  

 همچنین، احکام زیر برقرار است.

   نیز  گاه مازاد یکنواخت باشد، آن- ، یک قاب  . اگر 1

 مازاد یکنواخت است.- 

نیز   گاه ، یک قاب تقریباً خودشناس باشد، آن . اگر 2

 تقریباً خودشناس است.

شدگی مخدوش- ت به ، یک قاب تقریباً توانمند نسب . اگر 3

 شدگی است.مخدوش- به  نسبت توانمند نیز تقریباً   گاهباشد، آن

ابتدا توجه داریم که، بنا بر آنچه در مقدمه بیان شد، برهان. 

‖  
 ‖ دهد که برای هر ( نتیجه می3ویژه نامساوی ) و به  √ 

(          )بردار   :داریم    

‖∑    

 

   

‖  
  𝛼

   
‖∑    

 

   

‖ 

 
  𝛼

   
‖  

 ‖(∑  
 

 

   

)
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 را با ضابطه        رو، اگر این از

 ((          ))  ∑    

 

   

 

‖ ‖گاه درنظر بگیریم، آن     

   
است. بنابراین، عملگر   √

    تعریف، کراندار و در حقیقت خوش  
. این مشاهدات  

 نامساوی زیر برقرار است:    دهد که برای هر نتیجه می

∑|〈    〉|
 

 

   

 (
  𝛼

   
)
 

 ‖ ‖   

 توان نشان داد که:طور مشابه، میبه

 (
  𝛼

   
)
 

‖ ‖  ∑|〈    〉|
 (   )   

 

   

 

بر این، استفاده مجدد از است. علاوه  یک قاب برای   لذا 

در  (          )دهد که برای هر بردار ( نشان می3نامساوی )

 داریم:   

‖  
 ((       )

 )    
 ((       )

 )‖

 𝛼‖  
 ((       )

 )‖

  ‖  
 ((       )

 )‖  

 (   )در بازه   و  𝛼اکنون واضح است که عضویت اعداد 

  ) دهد که نتیجه می
 )   (  

از  4.5. این تساوی و نتیجه ( 

موجود است   پذیر بیانگر این است که عملگر معکوس ]2[مرجع 

برقرار است.  (  )    تساوی         که برای هر طوریبه

شده در ای مستقیم از نتایج ارائهنتیجه 3و  2، 1بنابراین، احکام 

 فوق است.

مثال زیر را برای ما به  ]14[ مرجع 3-1قضیه قضیه اخیر و 

 آورد.ارمغان می

دو عدد طبیعی هستند که   و   فرض کنید  .88-2 مثال

        و        و همچنین فرض کنید         

        . برای هر هستند اعداد اول متمایزدو انتخاب از 

 :تعریف کنید
   (  √     (√  )

   )  
 و

   (  √     (√  )
   )   

باشد، آنگاه،  پذیرمعکوس عملگریک         اگر . 1

است که هم تقریباً    یک قاب برای               مجموعه 

                        خودشناس و هم تقریباً توانمند نسبت به

 باشد.شدگی میمخدوش-(     )

       . اگر 2
،   دنباش پذیرمعکوس عملگردو      

 مجموعه (   )   𝛼گاه برای هر آن

 𝛼  
       

      𝛼  
       

     

است که هم تقریباً خودشناس و هم    یک قاب برای 

 باشد.شدگی میمخدوش-(     )تقریباً توانمند نسبت به 

 نحوه كدكردن اطلاعات و چند الگوریتم -9

 تصحیح خطا

)الف(  دهندهاز انتقال  متعلق به فضای   برای انتقال سیگنال 

عملگر کنیم که ابتدا )ب( به این ترتیب عمل می کنندهبه دریافت

   اثر    سیگنال بر را برای رمزگذاری اطلاعات   پذیرمعکوس

(〈     〉   〈     〉 〈     〉)از )الف( ضرایب  دهیم، سپسمی
  

کننده در صورت دریافت صحیح بردار را انتقال دهیم. دریافت

 .را بازسازی کند  تواند سیگنال ذکرشده، به کمک فرمول زیر می

  ∑〈     〉 
        

 

   

 

کدکردن اطلاعات، از چندین جهت دارای مزیت  این نحوه

است. اولین مزیت آن، این است که قبل از ارسال اطلاعات، ابتدا 

کنیم و از این رو فرآیند رمزگذاری می  را توسط نگاشت  آن

طور ارسال یک طرح ترکیبی کدگذاری و رمزگذاری است. همان

ها یک مساله چالش برانگیز دانیم، تامین امنیت دادهمیکه   

است. همچنین، داشتن توان بالا در تصحیح خطای اطلاعات 

دریافتی ناقص و یا به حداقل رساندن خطاهای فرآیند ارسال، 

عبارت دیگر، هر شود. بهباعث بالا بردن امنیت اطلاعات نمی

ور اطلاعات کدشده تواند حضراحتی میای بهکنندهاستراق   سمع

عنوان مثال، در بهرا تشخیص دهد و اطلاعات را شناسایی کند. 

ی مرتبط با پردازش تصویر، قبل از انتقال تصویر و یا هر حوزه

های آشوب مانند  فرآیند انتقال و کدکردن تصویر، یکی از روش

نگاری مورد نگاشت آرنولد و یا نگاشتی که در الگوریتم نهان

های تصویر اعمال  ، را روی بلوک]13و  4[گیرد می استفاده قرار

شدن انتقال تصویر  تر شدن و امن کنیم. این کار موجب مقاوم می

های  گردد. شایان ذکر است که، تبدیل آرنولد یکی از روش می

بعدی برای تصاویر دیجیتالی است. تبدیل آرنولد  نگاشت آشوبی دو

 صورت زیر است:به N×Nتصویری با اندازه 

(
  

  )  (
         
        

) (
 
 ) 

باشند. هر پیکسل  می                که در آن، 

توسط معادله فوق تبدیل  (     )در تصویر به پیکسل  (   )

های تصویر تبدیل شدند،  که همه پیکسل گردد و هنگامی  می

آید. تبدیل آرنولد یک فرآیند تناوبی  دست می شده به تصویر آشوب
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تکرار  tپس از  (   )رو، مختصات موقعیت اصلی  این است، از

شود. این تبدیل     تناوب تبدیل نامیده می tگردد. فاکتور  برمی

علت افزایش تعداد کلیدهای امنیتی، امنیت بیشتری را فراهم به

کند. بنابراین، در انتقال تصویر برای افزایش امنیت و بهبود  می

شده در یکی از یا نگاشت استفادهمقاومت ارسال، نگاشت آرنولد و 

کمک شود. به نگاری تصویر، روی تصویر اعمال میهای نهانروش

تواند بر روی  استفاده از این نگاشت در انتقال تصویر، اطلاعات می

گونه اطلاعاتی  های ارتباطی فرستاده شود بدون اینکه هیچ کانال

ا مشاهده ( ر1برای گیرنده غیرمجاز فاش شود. در ادامه شکل )

تبدیل شده  5کنیم که با استفاده از نگاشت آرنولد و تناوب  می

شکل اولیه  است و سپس با اعمال دوباره این الگوریتم به

 بازگردانده شده است.

 

          

تصویر تبدیل شده توسط نگاشت آرنولد با  تصویر اصلی و(: 8شکل )

 5تناوب 

همراه دارد. اطلاعات بهدومین مزیتی که این روش کدکردن 

و  ]8[هموار کردن راه برای استفاده از روابط دوگانی تقریبی 

 است. ]8-9[یافته تعمیم

اما همانطور که در بخش اول اشاره کردیم، ارسال اطلاعات 

رو، این این دور از خطا نیست. ازعلت دریافت امواج بهکدشده به

 تصحیح خطاهای رخ دادههایی برای بخش را به ارائه الگوریتم

های احتمالی در فرآیند ارسال اطلاعات کدشده به کمک قاب

ایم. برای رسیدن به این هدف، بخش را به متناهی اختصاص داده

ترین خطای سه زیربخش، که هر بخش به یکی از محتمل

ایم. در هر احتمالی در فرآیند ارسال اختصاص دارد، تقسیم نموده

ی رخ دادن خطا، به قابی که برای نحوه زیر بخش ضمن معرفی

مقابله با این خطا در فرآیند کدکردن اطلاعات مفید است نیز 

 اشاره خواهیم کرد.

شده با الگوریتم بازسازی ضرایب قاب مخدوش -9-8

 مکان مشخص

ضرایب قاب  این الگوریتم، حالتی را مورد توجه دارد که در بردار

را  های مشخصعنصر در مکان   ، تعداد  شدهاطلاعات کدگذاری

برای  د.نمخدوش شده باشاصطلاح  از دست داده باشیم و یا به

های ارتباطی که چنین یافته از کانالبازسازی اطلاعات انتقال

مازاد - های  ها احتمال وقوع دارد، استفاده از قابخطایی در آن

 مفید است.     با شرط  یکنواخت

مازاد - یک قاب    کنیم فرض -8-8-9 الگوریتم

است. همچنین فرض  پذیریک ماتریس معکوس  یکنواخت و 

بردار ضرایب قاب اطلاعات  (〈     〉   〈     〉)  کنید 

 :دهیمقرار می      باشد. برای هر    شدهگذاریکد

   〈     〉  

باشند که مقادیر  مشخصی هایمکان        و      اگر

از حل دستگاه  ، آنگاه این ضرایباست نشده دریافت          

 :قابل احتصال استمعادله خطی زیر 

 (          )
  (

 
 
 
)

   

  

و  4-2ماتریسی است که توسط گزاره   که در آن، 

،              توضیحات قبل از آن با انتخاب اعداد 

برابر نباشند،         اد ها با اعدکدام از آنبا این شرط که هیچ

 شود.معرفی می

به این الگوریتم از لحاظ ریاضی، عملکرد درستی  برای بیان

بدون از دست دادن هیچ  ،جهت ارجاع بهتر و توضیح مناسب

بنابراین، از  .    ، .... و    ،     که  کنیممیکلیتی فرض 

برای ما مشخص           ضرایب قاب اطلاعات کدشده مقادیر 

 نمایش         رتیب با را         است و مقادیر مجهول 

بردار  (          )جای بردار عبارت دیگر ما بهدهیم؛ بهمی

 ̃ چون بردار  ایم.را دریافت کرده (                    ) 

 است، باید در دستگاه  اطلاعات کدشده  بردار ضرایب قاب، ̃ 

 :خطی

(4)             ̃
  (

 
 
 
) 

را به دو زیر            ماتریس  صادق باشد. بنابراین، اگر

و مابقی ستون اول   ترتیب شامل  که به   و    ماتریس 
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صورت به( 4)تساوی  گاه، آنتقسیم کنیم های آن هستندستون

 خواهد شد:زیر تبدیل 

  (

  

 
  

)    (

    

 
  

)  (
 
 
 
)

   

  

 :دهد کهاین نتیجه می

(

  

 
  

)     (

    

 
  

)  

از تساوی اخیر قابل محاسبه          مقادیر مجهول لذا،

 است.

شده با الگوریتم بازسازی ضرایب قاب مخدوش -9-2

 مکان نامشخص و ترتیب درست

تواند در فرآیند بازسازی اطلاعات کدشده حالت دیگری که می

این است که در بردار ضرایب قاب اطلاعات اخلال ایجاد کند، 

را از  های نامشخصعنصر در مکان  ، تعداد   شدهکدگذاری

طور د. بهنمخدوش شده باش اصطلاحدست داده باشیم و یا به

عنوان ضرایب به (       )  تر، فرض کنید که از بردار دقیق

̂ ، فقط زیر بردار اطلاعات  قاب اطلاعات کدشده  

(           
           ، اگر در دسترس ما است؛ یعنیآن از  (

 

دریافت  (〈     〉   〈     〉)مقادیری باشند که از بردار 

 :گاهاند، آنشده

 .است          صورت های به. ترتیب اندیس1

در           های . اطلاعی در مورد مقدار دقیق اندیس2

 دسترس نیست.

رسد این است که آیا طور طبیعی به ذهن میسوالی که به

توان مابقی ضرایب قاب و در نتیجه اطلاعات کدشده را از این می

. الگوریتم زیر به شده بازسازی نمودناقص دریافتاطلاعات 

شده در صورت رخ دادن چنین حالتی بازسازی ضرایب مخدوش

شده خطی معرفی طور که خواهیم دید، یک کدهمان پردازد.می

ها زمانی توان مقابله با رخ دادن چنین خطایی در یک توسط قاب

کانال ارتباطی را دارد که سطرهای ماتریس مولد آن یک قاب  

 شدگی مخدوش- نسبت به وتقریباً توانمند  مازاد یکنواخت- 

 د.باش  کمتر اکید از   یک  ازایبه

مازاد - یک قاب    فرض کنیم -8-2-9 الگوریتم

         نسبت به   کمتر اکید از   یک  ازایهباست که  یکنواخت

همچنین فرض کنید  .باشدمی شدگی تقریباً توانمندمخدوش- 

ضرایب قاب اطلاعات کدشده که از بردار 

یک ماتریس   ، که در آن  (〈     〉   〈     〉)   

                    تنها زیربردارکننده، دریافت، پذیر استمعکوس

عبارت دیگر تنها ؛ بهرا دریافت نموده است (         )  

در دسترس ما قرار دارد و همچنین   مولفه از بردار -(   )

است   چندمین مولفه از بردار    برای ما مشخص نیست که مثلا 

همان ترتیب   های بردار دانیم که ترتیب چینش مولفهولی می

، 1-1-3اصلی آنها در بردار ضرایب قاب است. با توجه به الگوریتم 

شده، کافیست مشخص کنیم برای بازسازی ضرایب قاب مخدوش

متناظر کدام مولفه از    ، اسکالر        که برای هر 

 :کنیمباشد. برای این منظور مراحل زیر را پیگیری میمی  بردار 

تایی از اعداد طبیعی -(   )خاب . برای هر انت1

            ماتریس               
براساس را  

 کنیم.محاسبه می 8-2توضیحات قبل از تعریف 

  اعداد  .2
        

عنوان انتخابی از اعداد طبیعی را به  

            ‖ گیریم که تابعدر نظر می 1مرحله 
در آن مقدار  ‖ 

 :دهیمعبارت دیگر قرار میکند، بهینیمم خود را اخذ میم

(  
        

 )          ‖            
 ‖ 

                

برای هر  ،، که در آن(       )  دهیم . قرار می3

   داریم           
دهنده نشان   عبارت دیگر . به    

  مولفه 
بردار ضرایب قاب است. بدین ترتیب مکان ضرایب ام  

 شود.شده برای ما مشخص میمخدوش

شده برای . اکنون که مکان ضرایب در دسترس و مخدوش4

دستگاه یک با حل  1-1-3ما مشخص شده است، مشابه الگوریتم 

نتیجه اطلاعات کدشده  شده و درضرایب قاب مخدوش، خطی

 قابل بازسازی است.

این الگوریتم از لحاظ ریاضی، با عملکرد حت ص برای بیان

، فقط کافی است 1-1-3در الگوریتم  ذکرشدهتوجه به توضیحات 

الگوریتم حاضر، که به تعیین  3تا  1علت درستی عملکرد مراحل 

اختصاص دارد، را   شدگی در بردار مکان اتفاق افتادن مخدوش

ه برای اعداد ابتدا توجه داریم ک توضیح دهیم. برای این منظور،

 طبیعی 

             و                  
        

    

 دهدنتیجه می شدگیمخدوش- نسبت به   قاب  توانمند بودن

            بردار  که
     ) متعلق به   

        
 تنها و اگراست  ( 

 :اگر تساوی زیر برقرار باشد

(         )  (  
        

 )  

  یک زیر بردار از بردار  (         )  از طرفی، چون 

  موجودند                است، پس اعداد طبیعی
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 :طوری کهبه

              
( )   (            

)  

 کافی          اعداد طبیعی مقدار برای تعیین  ،رواین از

کنیم که برای چه انتخابی از اعداد طبیعی  بررسیست ا

 .تساوی زیر برقرار است              

               (
 
 
 
)  

  )ست بردار ا ، کافیعبارت دیگربه
        

عنوان را به  ( 

در نظر بگیریم که تابع  1انتخابی از اعداد طبیعی مرحله 

‖            
خود را که در حقیقت صفر  کمینهدر آن مقدار  ‖ 

 کند.است را اخذ می

الگوریتم بازسازی ضرایب قاب در صورت تغییر  -9-9

 آرایش

تواند در فرآیند بازسازی اطلاعات کدشده حالت دیگری که می

 ریختن ترتیبمهاصطلاح بهاخلال ایجاد کند، تغییر آرایش و یا به

طور بهباشد. می  شده اطلاعات کدگذاری ضرایب قاب دریافت

 مقدار         کنید برای هر  فرضتر، دقیق

باشد. با    شدهضرایب قاب اطلاعات کدگذاری 〈     〉   

توجه به اینکه در فرآیند بازسازی اطلاعات کدشده از فرمول زیر 

 :کنیماستفاده می

  ∑〈     〉 
       

 

   

 

ضرایب قاب اطلاعات کدشده با همان ترتیب اصلی دریافت 

هرگونه تغییر آرایش در  ،ز اهمیت است. بنابراینئبسیار حا

شده باعث خواهد شد که فرآیند بازسازی مجموعه ضرایب دریافت

کنیم که انجام نپذیرد. در ادامه الگوریتمی را معرفی میبه درستی 

دشده به ما در شناسایی ترتیب اصلی ضرایب قاب اطلاعات ک

همانطور که مشاهده خواهیم نمود، در این  کمک خواهد کرد.

 های تقریباً خودشناس بسیار کارساز خواهند بود.مرحله، قاب

مازاد - یک قاب  ، فرض کنیم -8-9-9الگوریتم 

ازای ، بهیکنواخت و تقریباً خودشناس باشد. همچنین فرض کنید

 :، بردار پذیر عملگر معکوس

  (〈     〉   〈     〉) 

کننده، اگر دریافت باشد.   شدهضرایب قاب اطلاعات کدگذاری

̂  بردار   که یک تغییر آرایش یافته از بردار، (          ) 

برای آنگاه، . یافت کندعنوان بردار ضرایب قاب دراست را به

است،   ها کدام مولفه از بردار  مشخص کردن اینکه هرکدام از 

 :کنیمترتیب زیر عمل میبه

از مجموعه اعداد         . برای هر تغییر آرایش 1

(         ) مقدار         
، که در آن کنیمرا محاسبه می  

( )  ماتریسی است که تساوی    ازای آن برقرار به ( )  

 است.

  اعداد . 2
      

از مجموعه عنوان تجدید آرایشی را به  

(         ) ‖کنیم که مقدار انتخاب می         اعداد 
 ‖ 

 دهیمعبارت دیگر قرار میشود، به کمینهدر آن 

(  
      

 )          ‖ (         )
 ‖ (       )    

  دهیم قرار می        . برای هر 3
     

  . 

  توان گفت که تساوی گاه میآن
ترتیب اصلی  〈     〉  

کند. لذا، به کمک فرمول های ضرایب قاب را مشخص میمولفه

 توانیم اطلاعات کدشده را بازسازی کنیم:زیر می

  ∑  
         

 

   

  

 گیرینتیجه -4

های متناهی در کدکردن ابتدا ایده استفاده از قاب ،در این مقاله

کردیم که کدهای  را معرفیی یهاقاباطلاعات را مطرح و سپس 

ها از توان بالایی در کشف و تصحیح شده توسط آنخطی معرفی

. وجودآمده در فرآیند انتقال اطلاعات برخوردار باشدخطاهای به

هایی با استفاده از هایی از چنین قابهایی برای ساخت مثالروش

 دادیم طور ویژه نشان به ها مطرح کردیم  وآن شدهانواع  شناخته

توان بسیار شده در برخی مقالات را میهای معرفیخانواده

در نهایت، چند الگوریتم برای بازسازی  نظر گرفت. گسترده در

 شده دریافتی نیز ارایه شده است.دقیق اطلاعات مخدوش
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ABSTRACT 

"Linear codes in coding theory need matrices whose rows form a basis for a finite dimensional space. In 

this paper, after introducing some preliminaries about frames, we state the idea of using finite frames    

instead of basis for encoding of information and then we introduce some frames which their related linear 

codes are useful in finding and correcting errors in data transfer. A number of methods for producing    

examples of such frames are presented using some well-known frame types and we show specifically that 

the families of frames which have been considered in some papers can be extended. Finally, we modify the 

idea of encoding to facilitate the use of approximate and generalized duals for decoding of received       

information. Also, some algorithms for decoding of frame coefficients with erasures are proposed.  
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