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ABSTRACT 

Secret sharing is one of the fascinating topics of cryptography, which is widely used in information secu-

rity. The problem of secret sharing is a process in which one or more secrets are shared between a number 

of qualified participants or with different credentials. In times when there is a need to recover a secret, a 

number of people, whom we call authorized people, collect their shares to recover the desired secret. So far, 

various types of secret sharing schemes based on interpolation have been proposed. In these secret sharing 

plans, different interpolations have been used, depending on the structural needs of the plan. In this article, 

some secret sharing schemes based on interpolation are studied and analyzed. Then, by analyzing and com-

paring the basic features of these schemes, it can be seen that the two secret sharing plans based on 

Birkhoff interpolation have better efficiency than the other reviewed plans. 

Keywords: Cryptography, secret sharing scheme, threshold secret sharing, Lagrange interpolation, Birkhoff 

interpolation  
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 نویسندگان     (ع) حسین امام جامع دانشگاه :ناشر

  چکیده

 فراینههدیتسههمیر راز بههه  مسههة  دارد. زیههادی رمزنگههاری اسههت کههه در امنیههت ارب هها  کههاربرد از مباحههج جههذام   ههر تسههمیر راز یکههی 

بهه اشهتراگ گذاشهته     ،ا تبهار متفهاو   یها بها   و دار  صهبحیت گان کننهد  شهرکت از شهود کهه در آن یهک یها چنهد راز بهین ت هدادی         میگفته 

اقهدام   خهود  ههای  سهمر  تجمیهع بها  گهوییر   مهی مجهاز  کهه بهه آنمها افهراد     هایی که نیاز به بازیابی راز باشد، ت دادی از افهراد   شود. در زمان می

در ایهن  . انهد  شهده پیشهنماد   یهابی  درونمبتنهی بهر   تسهمیر راز  ههای    رهر  از انهواع متت فهی   تها کنهون   . نماینهد  مهی  مهوردنرر به بازیهابی راز  

چنهد رهر  تسهمیر    رهر ، اسهتفاده شهده اسهت. در ایهن مقالهه        سهاختاری  متت ه،، بسهته بهه نیهاز     ههای  یهابی  درونتسمیر راز از های  رر 

مشهاهده   ،هها  رهر  یهن  ا اساسهی  ههای  ویژگهی  مقایسهه تح یه  و   بها سهس   . گیرنهد  مهی قهرار  بررسهی  و  موردمطال هه  یابی درونمبتنی بر  راز

  .هستندبمتری کارایی  دارای بررسی شدههای  رر برکم، نسبت به سایر  یابی دروندو رر  تسمیر راز مبتنی بر  کهشود  می

 برکهف یابی درونلاگرانژ،  یابی درون ،ای آستانه تسهیم راز، طرح تسهیم راز ،رمزنگاری :ها کلیدواژه

 مقدمه -1

تسمیر راز با استفاده از رر  برای اولین بار مفموم  2898در سال 

. در یک رر  ]2[گردید م رفی  2توسط شمیرلاگرانژ  یابی درون

ای مابین  گونه به کننده مقدار یک راز را یک تسمیر تسمیر راز،

کند که در آینده  میتوزیع کنندگان  ای از شرکت مجمو ه

با نام ) های مشتص کنندگان موجود در برخی زیرمجمو ه شرکت

زیرمجمو ه مجاز( بتوانند با استفاده از سمام خود، راز را بازسازی 

نتوانند با استفاده از سمام  ی غیرمجازها کنند و سایر زیرمجمو ه

تمام ی  مجمو ه دست آورند. خود ارب ی درباره راز به

مجاز در یک رر  تسمیر راز را ساختار دسترسی های  زیرمجمو ه

ای است.  آستانه ،آن رر  گویند. ساختار دسترسی رر  شمیر

ای ساختار دسترسی آستانه ,t n  پرکاربردترین نوع ساختار

ای  که در آن هر زیرمجمو هاست های تسمیر راز  دسترسی رر 

 . بیشترباشد میای مجاز  کننده، مجمو ه شرکت  tشام  حداق 
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مینه رمزنگاری توزیع شده متتص به ز در گرفته کارهای انجام

 را ها سامانه که این است ای آستانه سیهای با ساختار دستر سامانه

سامانه رمزنگاری  یک در. گویند ای آستانه رمزنگاری های سامانه

 ت داد اگر و هستند یکسانای، تمام افراد دارای صبحیت  آستانه

مقدار  از نرر مورد سامانه اجرای در مشارکت به مای  افراد

. در بود خواهد پذیر امکان سامانه اجرای باشد، بیشتر ای آستانه

فرضی  کنندگان شرکت برای یکسان صبحیت فرض  ی،دنیای واق

یک گروه تحقیقاتی از فرض کنید مثال،   نوان به. است نام قول

  می  نفر از ا ضای هیةت 0 شام نفر  8یک دانشگاه، متشک  از 

نفر دیگر از  3نفر از دانشجویان مقطع دکتری و  4دانشگاه، 

در  قرار است کهباشند  میارشد   اسیدانشجویان مقطع کارشن

 . همچنینکنندگیری  تصمیرپژوهشی های  یکی از محور مورد

محورهای تصویب در خصوص گیری  ج سه تصمیر دفرض کنی

با توجه به شیوع ویروس کرونا به صور  مجازی برگزار  پژوهشی

مثال،  ا توجه به ساختار س س ه مراتبی موجود در اینب شود.

ای  سامانه امضای آستانه یکنیست که از  منطقی و منصفانه
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 ا ضای همه و برای ودشاستفاده  ((3و8) برای مثاللی )م مو

 استفادهممکن است . ه شودگرفت نرر یکسانی در صبحیت گروه

دانشجوی  3تایید  مورد ی  برنامه که شود  با ج رویکرد این از

در  ق مداد شودبرنامه م تبر  یکگروه،   ضو ارشد  کارشناسی

شاید  ،گیرندگان کافی تصمیر تجربه فقدان خارر به که صورتی

 و مثال این به توجه با. باشدتحقیقاتی  گروه ضرر به برنامه این

 چنین در ای ساده آستانه رمزنگاری های سامانه  دم کارایی

 با شده توزیع رمزنگاری های سامانه باید از هایی، موق یت

 رمزنگاری های رر . استفاده شود تر سی ک یساختارهای دستر

از  یکی «مراتبی   س س های  آستانه» دسترسی ساختار با شده توزیع

ای  است که توزیع اجرای سامانه را مابین مجمو هیی ها رر انواع 

تسمیر راز  .نماید می پذیر مکانهای متفاو  ا صبحیت از افراد با

  2882مراتبی فص ی برای اولین بار در سال  ای س س ه آستانه

 مورد بررسی قرار گرفته است. ]0[ 0و بریک  2سایمونزتوسط 

یک  ،برکم، یابی دروناز با استفاده  ]4[ 4تاسا 0228در سال 

آل و کامبً امن برای این ساختار دسترسی ارائه  ، ایدهمدرر  کارا

ایده استفاده شده در رر  تاسا به این صور  است که  .کرد

قرار داده و پ  از را به  نوان راز ای  ضریب انتمایی یک چندجم ه

های مناسب، به هر  ای از مرتبه این چندجم ههای  مشتقمحاسبه 

مناسب کننده مقدار یکی از این مشتقا  ) انتتام مرتبه  شرکت

کننده به آن ت  ق دارد(  مشتق بر اساس سطحی که این شرکت

شود. برای بازسازی راز، یک مجمو ه مجاز  میدر یک نقطه داده 

برکم، روی سمام خود، مشتقی از  یابی درونبا ا مال 

 مورد  شده را بازیابی کرده و ضریب انتمایی ای تسمیر جم ه چند

ازسازی شده در نرر استفاده در تسمیر راز را به  نوان راز ب

 گیرند. می

 ددی در  راز یکبه تسمیر  قادر ساده تنمارر  تسمیر راز  یک

 کاربردها از بسیاری در اما، .4و  0 باشد میتسمیر  مرح ههر 

رر   یک مکرراست. اجرای  ازیموردنچندین راز  زمان هر تسمیر

 یح  از رازها راهیک  هر جداگانه تسمیر برای ولیتسمیر راز م م

 از استفاده صور  در. است مسة ه این برای ناکارآمد اما ،یبدیم

 در و کند می سمر دریافت یک راز هر یازا به کاربر هر رویکرد، این

به رور رب ا  زیادی را ا باید کاربران حالت این در نتیجه،

 باهدفتسمیر راز چندگانه  های محرمانه نگمداری کنند. رر 

 . اند شده ابداع کاربر هر تیکاهش میزان سمر نمایی دریاف

ارائه شده ]3[0توسط هارن بار نیاولبرای  چند رازمفموم تسمیر 

کنندگان در رول زمان ثابت  ، سمام شرکت رر این است. در 

برای رازهای با رول  مر زیاد مناسب نیست چرا  مسة هاست. این 

 

1Simmon 
2 Brickel 
3 Tasa 

تواند در رول زمان سمام  یک متتاصر سیار می حالتکه در این 

متناظر با هر مجمو ه مجاز را به دست آورده و راز را بازسازی 

مفموم تسمیر ]0[ و همکاران 3فکند. برای ح  این مشک ، نیکو

نگر،  های تسمیر راز پیش نگر را م رفی کردند. در رر  راز پیش

های زمانی مشتصی و بدون نیاز به  کنندگان در بازه سمام شرکت

شود. در نتیجه این  م ، تنما  روزرسانی می کننده به حضور توزیع

زمانی مشابه   کنندگان یک مجمو ه مجاز در بازه سمام شرکت

است و متتاصر سیار از رول  مر زیاد  ازیموردنز برای بازسازی را

 برد. ای نمی راز بمره

در کنندگان  ، ارزش سمام شرکتشده م رفیهای  رر این در 

متفاو  به  باارزشسمامی اختصاص است. برای  رول زمان ثابت

 استفاده قاب های تسمیر راز چندبتشی  کنندگان، رر  شرکت

هایی که  ها نیز در موق یت ، این رر حال نیباا].9و  0[ هستند

کنندگان در رول زمان متغیر باشد، کاربردی  صبحیت شرکت

مفموم تسمیر  نیستند. برای ح  این مشک ، نجومیان و همکاران

در یک رر  تسمیر راز ].9[ راز اجتما ی را م رفی کردند

کنندگان از راز دریافت  اجتما ی، ارزش سمامی که شرکت

ها در رول زمان است. در این  وابسته به ا تبار و رفتار آن کنند می

روز  به ،های زمانی مشتص کنندگان در بازه ها، سمام شرکت رر 

کننده بر اساس رفتار و ا تبار او در  شده و ارزش سمر هر شرکت

 کند. زمان تغییر می

ایی  آستانهتسمیر راز  به م رفی 0در بتش در ادامه این مقاله 

و ای  آستانههای تسمیر راز  انواع متت ، رر  وشده پرداخته 

 3. در بتش اند شدهم رفی  4و  0های  بتشچندبتشی در 

های  رر کارایی  0مورد استفاده م رفی و در بتش های  درونیابی

 های رر  0در بتش  همچنین. اند شدهتسمیر راز مورد نرر تح ی  

 9بتش  در نمایت در. اند شده مقایسه هر با شده بررسی راز تسمیر

 بیان شده است.ها  رر  بررسیگیری  نتیجه

 تسهیم رازهای  طرحمفاهیم اساسی  -2

 .شوند  می م رفی را راز تسمیر های رر  اساسی مفاهیر بتش این در

 راز، تسمیر رر  یک در شد، ذکر قب  بتش در که روری همان

 که یا گونه به شود، می توزیع داران سمام بین سمام ت دادی

 اشتراگ به با بتوانند داران سمام از خاصی های مجمو ه زیر

 خاص های زیرمجمو ه این. برسند راز به خود های سمر گذاشتن

و ای  آستانهتسمیر راز  های رر  .نامیر می مجاز های زیرمجمو ه را

 .گردند میبه شر  ذی  م رفی لی  ب ک

 

4 Nikov  
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 ای آستانه راز تسهیم طرح -2-1

 ،راز تسمیر رر  یک در شد، ذکر قب  بتش در که یرور همان
 که یا گونه به. شود می توزیع داران سمام بین سمر ت دادی

 اشتراگ به با بتوانند داران سمام از خاصی های مجمو ه زیر
 خاص های زیرمجمو ه این. برسند راز به خود های سمر گذاشتن

 همه ا ضای ت داد. نامیر می مجاز های زیرمجمو ه را
    اگر. دنباش متفاو  یا یکسان دنتوان می مجاز های زیرمجمو ه

 مجاز، های زیرمجمو ه تمام ا ضای ت داد و داران سمام ک  ت داد
 2ای آستانه را راز تسمیر رر  باشد،   ثابت  دد با برابر و یکسان

 راز تسمیر رر  یک در دیگر  بار  به .گوییر می      
 گذاشتن اشتراگ به با توانند می دار سمام   هر ،      ای آستانه
 یا دار سمام     هیچ ولی یابند دست راز به خود های سمر
 های رر  ترین ممر از. بود نتواهند کار این انجام به قادر کمتر

 رر  و ]8[ 0شمیر رر  به توان می شده ارائه ای آستانه راز تسمیر
 رر  و هندسی روش از لی ب ک رر . کرد اشاره ]0[ 4لی ب ک
 این در. کند می استفاده ای چندجم ه یابی درون روش از شمیر
 است، ها یابی درون مورد در که مقاله موضوع به توجه با بتش
 شمیر روش سس  پرداخته، لی ب ک روش اجمالی م رفی به ابتدا
  داد. خواهیر قرار بیشتر بررسی مورد را

 لی بلک طرح تسهیم راز -2-2

 هندسی واق یت این اساس بر لی ب ک راز تسمیر رر  اص ی ایده
     ابرصفحه    هرتقارع  بُ دی،   فضای یک در که است
 مشتص یکتا رور به را نقطه یک موازی،نا دو به دو و بُ دی
به  نوان راز  بُ دی tفضای در ای نقطه رر ، این در. نمایند می

       موازینا دو به  دو و متمایز ابرصفحه   سس . شود می فرض
 راز نقطه ها آن تقارع مح  که کنند می انتتامبه نحوی  را بُ دی
. سسارند می دار سمام یک به سمر  نوان به را ابرصفحه هر. باشد
 به خود،های  ابرصفحه دادن قطع با دار سمام tهر صور  این در

 به دیگر، ررف از. یابند می دست راز مقدار به نتیجه در و راز نقطه
 و دارد وجود تقارع نقطه نمایت بی کمتر، یا نفر     هر  ازای
 بازیابی به قادر دار سمام نفر   از نفر   هر لذا. ماند می متفی راز
 راز به توانند نمی کمتر یا فرن     هیچ ولی بود خواهند راز

 .یابند دست

  شمیر راز تسهیم طرح -2-1

بوده و  لاگرانژ یابی درونو بر اساس ای  آستانهاز نوع  رر  این
  م کرد نحوه که است راز بازسازی وراز  تسمیر ک پروت دو شام 
 ذکر قاب  البته. است شده بیاندر زیر  2-0 شماره جدول در آنما
 حسام در ها ای چندجم ه از راز تسمیر های رر  در که است
 .شود می استفاده ای پیمانه

 

1 Threshold secret sharing 
2 Shamir Scheme 
3 Blakley 

 ]8[: مراح  رر  تسمیر راز شمیر (1-2)جدول

فرض کنید پروتکل تسهیم: GF q میدانی از مرتبه  دد اولq 
برای توزیع رازکننده  توزیعباشد،  می S GF q   به صور  زیر  م
 کند: می

2ای ابتدا چندجم ه -2 1

1 2 1( ) t

tf x S a x a x a x 

     

را روی میدان GF q  با مقادیر تصادفی 
1

1

t

i i
a




 کند. تولید می  

کننده، سمر متناظر با مجمو ه شرکت کنندگان باشد. توزیع  اگر  -0
را به صور   𝜖  کننده  هر شرکت i ish f ID  در میدان

متناهی GF q کند که تولید میiID یافته به شناسه اختصاصiP 
 است.

فرض کنید پروتکل بازسازی: 
1 2
, ,...,

t
Autsub P P P    

باشد. در این صور  یک کنندگان   ی مجاز از شرکتیک زیرمجمو ه
، Autsubشتص م تمد با در اختیار داشتن سمام متناظر با ا ضای

 کند: راز را به صور  زیر بازسازی می

های یابی لاگرانژ را با ورودی زوج مسأله درون -2

  
1

,
i i

t

i
ID sh 


ای ح  کرده و چندجم ه  .f  را بازسازی

 کند. می
 گیرد. ای در نرر می راز را به  نوان جم ه ثابت این چندجم ه -0

 چندبخشی راز تسهیم طرح -2-0 

 صبحیت که است این بر فرض ای آستانه راز تسمیر های رر  در 

 ها آن به نتیجه در و بوده برابر یکدیگر با کنندگان شرکت

 محیط در. شود می دادهاختصاص  یکسان ارزش با هایی سمر

 بر کنندگان شرکت و نیست برقرار فرض این مواقع اکثر در واق ی،

 دارای ها آن به ا تماد میزان و اجتماع در خود موق یت اساس

 تسمیر های رر  وجود نتیجه، در. هستند متفاوتی های صبحیت

 باشند،افراد  متفاو  های صبحیت گرفتن نرر در به قادر که رازی

 هدف این که است مفمومی ،3چندبتشی راز تسمیر. است ضروری

 این در شده گرفته نرر در دسترسی ساختار و نماید میرا برآورده 

 دسترسی ساختار ربی ی های ت میر راز تسمیرهای   رر  گونه

 به را متفاو  های صبحیت گرفتن نرر در که هستند ای آستانه

 این بر فرض ها، رر  این در. سازند می ممکن متت ، های روش

1mبه Uکنندگان شرکت مجمو ه که است  زیرمجمو ه 

مجزای
1 0, , ,mU U U کنندگان شرکت که بنحوی شده  تقسیر 

 ند وهست یکسانی های صبحیت دارای زیرمجمو ه یک در موجود

 دارند قرار متت ، های زیرمجمو هسایر  در که کنندگانی شرکت

 از. هستند(  شده ت یین پیش از)  متفاو  های صبحیت دارای

 موارد به توان میمطر ،  چندبتشی راز تسمیر های رر  جم ه

 :کرد اشاره زیر

یک ساختار : فرض کنیر0مراتبی ای س س ه تسمیر راز آستانه

را در این ساختار دسترسی به  Pدسترسی باشد. شرکت کننده

 

4 Multipartite secret sharing 
5 Hierarchical threshold secret sharing  
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Pمراتبی بالا دستی  ضوی مانند صور  س س ه   گویند هرگاه

برای هر مجمو ه دلتواه \ ,A U P P  داشته باشیر: اگر

 A P گاه ، آن A P   حال با توجه به این .

مراتبی گویند هرگاه هر دو  ت ری،، یک ساختار دسترسی را س س ه

مراتبی با یکدیگر  کننده دلتواه در آن به صور  س س ه شرکت

دار  ای وزن های تسمیر راز آستانه . رر ]22[ وابسته باشند

مراتبی هستند. در  راز س س ههای تسمیر  های خاصی از رر  نمونه

  هایی کارا برای آن ها که رر  از این ساختار یادامه خانواده ممم

 کنیر. ارائه شده را م رفی می

: ساختار دسترسی یک 2مراتبی فص ی ای س س ه تسمیر راز آستانه

مراتبی فص ی با یک دنباله  ای س س ه رر  تسمیر راز آستانه

ای ص ودی از مقادیر آستانه 0 1, , mt t tشود.  مشتص می

ها یک مجمو ه دلتواه در این رر  A  کنندگان،  از شرکت

مجاز به بازسازی راز است اگر 0 1j m   وجود داشته

باشد که 0

j

i m i m jA U t  ای  . تسمیر راز آستانه

 4و بریک 0اولین بار توسط سایمونزمراتبی فص ی برای  س س ه

مورد بررسی قرار گرفته است. سایمونز با استفاده از  ]22[

 لی استفاده شده در رر  تسمیر راز ب ک 3های هندسی ساختار

مراتبی  فص ی ارائه  ای س س ه ، یک رر  تسمیر راز آستانه]0[

آل نیست اما قادر  کرده است. رر  ارائه شده توسط سایمونز ایده

دو رر   ]20[ باشد. بریک  چندین راز می زمان هربه تسمیر 

آل برای این نوع ساختار دسترسی ارائه کرده است اما، هر دو  ایده

 ]24[  م ی هستند. تاسا رر  ارائه شده از نقطه نرر کارایی غیر

آل و کامبً  برکم، استفاده کرده و یک رر  کارا، ایده یابی دروناز 

ر دسترسی ارائه کرده است. ایده استفاده امن برای این ساختا

شده در رر  تاسا به این صور  است که راز را به  نوان ضریب 

ای قرار داده و پ  از محاسبه مشتقا  این  انتمایی یک چندجم ه

کننده مقدار یکی  های مناسب، به هر شرکت ای از مرتبه چندجم ه

س سطحی از این مشتقا  ) انتتام مرتبه مشتق مناسب بر اسا

کننده به آن ت  ق دارد( در یک نقطه  است که این شرکت

. برای بازسازی راز، یک مجمو ه مجاز با شود میداده اختصاص 

ای  برکم، روی سمام خود، مشتقی از چندجم ه یابی درون نجاما

تسمیر شده را بازیابی کرده و ضریب انتمایی استفاده شده در 

گیرند. با توجه  تسمیر راز را به  نوان راز بازسازی شده در نرر می

مراتبی فص ی تاسا  ای س س ه به استفاده از رر  تسمیر راز آستانه

 

1 Disjunctive hierarchical threshold secret sharing 
2 Simmons 
3 Brickell 
4 Geometric constructions  

ز اجتما ی، جزئیا  این لفه اص ی رر  تسمیر چندراؤبه  نوان م

 آورده شده است.  2-4 جدولرر  در 

 ]23 [تاسا فص ی مراتبی س س ه ای آستانه راز تسمیر رر  :(1 -1 )جدول

 :پروتک  تسمیرال،( 

0کنندگان و ت داد شرکت nفرض کنید 1, , mt t tیدنباله 

برای تسمیر رازتوزیع کننده ای باشد.  مقادیر آستانه S GF q ،

 کند: به صور  زیر  م  می

ای . چندجم ه2

1 12 2

0 1 2 2( )
tt

tf x a a x a x a x S x


       را

روی میدان GF qکند که تولید می  1 2

0

t

i i
a




مقادیری تصادفی  

 هستند.

iPکننده . برای هر شرکت0 Uمقدار ،
   1 jt t

ish f i


 را به

کننده از راز محاسبه کرده و از رریق یک کانال   نوان سمر این شرکت

فرستد که امن برای او می
   1 .jt t

f


مشتق مرتبه   1 jt t- ام

ای چندجم ه .f است وj نمایشگر شماره سطحی است کهiP  

 به آن ت  ق دارد.

 پروتک  بازسازی:م( 

کنید فرض 0 1 1
, ,...,

t j

Autsub P P P   
  یک مجمو ه مجاز

کنندگان باشند. با استفاده از سمام متناظر با ا ضای مجمو ه از شرکت

Autsub تواند راز را به صور  زیر  ، یک شتص مورد ا تماد می

 بازسازی کند:

برکم، را روی سمام فراهر شده ا مال کرده و مشتق  یابی درون. 2

مرتبه 1 jt t- ای ام چندجم ه .f کند) ی نی را بازسازی می

   1 .jt t
f


  .) 

S. فرض کنیر0  آخرین ضریب
   1 .jt t

f


صور  باشد. راز را به 

 
 1

1

1

!

!

jt
S S

t





 کند. بازسازی می  

 استفاده مورد های  درونیابی -0

ای  جم ه های ت یین یک چند : یکی از روش 0لاگرانژ یابی درون

 که در م ادلهnحداکثر از درجه

  0,...,i i i nP x f    (3-2)                                 

هر یک  کنیر صدق کند روش لاگرانژ است. در این روش فرض می

 از     1 0
, ... , ,nL x L x L xای درجه ، یک چندجم هn 

 باشند و داشته باشیر

 

5 Lagrange interpolation  



 20                                          محمدابراهیر ابراهیمی کیاسری و همکاران؛ یابی  درونهای  روشتسهیم راز مبتنی بر های  طرحبررسی برخی 

(3-0                                            )

         0 0 1 1
... ... n nj j

P x L x f L x f L x f L x f      

کنیر و س ی می jL x  3را چنان ت یین کنیر که م ادله )ها-

گوییر به ازای ( برقرار باشد. برای این منرور می2

0,1,...,i n    :باید داشته باشیر 

       0 0
... ...i i i in nj j

P x L x f L x f L x f     

لذا، کافی است )و در صور  مستق  بودن iL x  ها از یکدیگر

iلازم است j  :داشته باشیر ) 

 
  0

1
j i

j j

L x

L x









 (3-4)                                                     

 تابع زیر اما

(3-3                                                               )

      0 1 1... ...j j nx x x x x x x x     

1به ازای 1 1 0, ... , , , ... , ,n j jx x x x x   صفر است، ی نی به

iکههایی  ixازای j کافی است کاری ، 

یک شود و این کار با تقسیر  jxیازا بهکنیر که مقدار این تابع 

   دد(  بر 4-3تابع مندرج در )

       0 1 1 1... ...j j j j j j j nx x x x x x x x x x     

 :داریر گرید  بار  بهپذیر است.  امکان 

(3-0                                   )

 
       

       
0 1 1 1

0 1 1 1

... ...

... ...

j j n

j

j j j j j j j n

x x x x x x x x x x
L x

x x x x x x x x x x

 

 

    


    
 

به  اندشده( بیان 0-3)  هیوس بهکه nهای درجه ای چندجم هاین 

 .هستند های لاگرانژ م روف ای چندجم ه

 : 2 ا یهرم یابی درون

کنیر که با  را م رفی می یابی دروندر این قسمت  یک نوع 

کنیر  لاگرانژ متفاو  است. در این درونیام فرض می یابی درون

خود تابع اص ی با تابع درونیام هر  تنما نه، یابی درونکه در نقاط 

 رض است، ب که مشتقا  متناهی تابع اص ی با مشتقا  متناهی 

تابع درونیام نیز هر  رض است. بدیمی است که داشتن چنین 

 م خواهد بود.ویژگی، با ج همواری و دقیق بودن درونیا

 

1 Hermit 

i,...,0,1ازای  به  ixفرض کنید m ا داد حقیقی باشند که

10 .... mx xx    را به صور  زیر م رفی  یابی درون. نقاط

 کنیر: می

(3-0                                            )                               
  , , 0,1,..., , 0,1,... 1
k

i i ix y i m k n  

ای   ددی ربی ی است. چندجم ه i،inکه در آن به ازای هر

 ا  هرمیای درونیام  را چندجم ه n ،Pحداکثر از درجه

 گوییر، هرگاه در شرایط زیر صدق کند:

(3-9                                      )                           
     

, 0,1,..., , 0,1,..., 1
k k

i i iP x y i m k n   

 :که در آن 

 (3-9 )    
0

1
m

i

i

n n


  

 گوییر. یابی درون( را شرایط 9-3که )

 :برکم، یابی درون

صور  زیر مطر  کرد: برای  خود را به یابی درونبرکم، مسة ه 

i,های  داده jC وix ای درونیام چندجم ه nP x  از درجه

 را پیدا کنید که در شرط  nحداکثر

(3-8 )(1n )م ادله    ,

j

n i i jP x C   .صدق کند 

 یابی دروندر این بتش برخی از ت اری، و قضایای مرتبط با  

  خواهیر کرد.برکم، را بیان 

 :فرض کنید :0برکم، یابی درون 2-2-3 ت ری،

1 21 2{ , ,. }..., ...: .k kX x xx x x x   

 ای از ا داد حقیقی باشد. مجمو ه

,( ) 1 ,0i jE e i k j l      ماتریسی با

های دودویی باشد که آخرین ستون آن متال، صفر باشد درایه

,( ) {( , ) : 1}i jI E i j e   

   ,{ : , }i jC c i j I E  شام  ای مجمو هN 

  دد حقیقی باشد. 

,تایی برکم، متناظر با سه یابی درونمساله  ,X E C  مساله

ای یافتن چندجم ه   1NP x R x است که درN    

 م ادله زیر صدق کند:

 

2 Birkhoff interpolation 
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 (3-22)                  , , , .
j

i i jP x c i j I E 
 

 

در رابطه فوق   .j
P مشتق مرتبه j-ام P xو

 1NR x
های ممکن از درجه  ای چندجم همجمو ه تمام 

1Nحداکثر   است. ماتریE   نامیده  یابی درونماتری

  .[23] شود می

که بدون  ا  یهرملاگرانژ و  های یابی درونبر ک  مسائ  

 است کنبرکم، مم یابی درون مسة ه دارند، کتاجوام ی دوشرطیق

 کافی برای و لازم شرایط ادامه در. باشند نداشته یکتا جوام

 .رکنی می ذکر را برکم، یابی درون مسة ه یکتایی جوام

برکم، متناظر  یابی درون: فرض کنیر مساله 2شرط پولیا 0 -3-2

,تایی با سه ,X E C  ، دارای جوام یکتا باشد. در این صور

 کنند: در شرط پولیا صدق می Eیابی درونهای ماتری   درایه

(3-22)
 

   ,

0 1

0 : 1
t k

i j

j i

t t l e t
 

     

های  دادهبزرگترین مرتبه مشتق موجود در  lدر رابطه فوق

 است.  یابی درونت داد نقاط  kمساله و

بیانگر یک شرط لازم برای یکتایی جوام مساله   0-2-3شرط 

دست آوردن شروط کافی برای  هبرکم، است. برای ب یابی درون

 یکتایی جوام این مساله، در ابتدا ت ری، زیر را در نرر بگیرید:

به  Eیابی دروندر یک ماتری   0دنباله-2: یک 4-2-3 ت ری،

E های متوالی در یک سطر از ماتری 2مح  حضور بیشترین 

تایی به شک  دنباله، سه-2شود. به  بار  دیگر، یک  می  گفته

 0 1, ,i j j است:  0 10 , 1j j l i k    ، 

0 به ازای هرکه  1j j j  داشته باشیر 
, 1i je   و )برای

کنیر درستی ت ری،، فرض می
, 1 , 1 0i i le e   2(. یک-

دنباله 0 1, ,i j j های گوییر هرگاه اندی  4شده را پشتیبانی

nwو 0, , nw sn sw ww j i wsij ij     موجود

باشند که
, , 1

nw nw sw swi j i je e . ]23[.  

قضیه زیر با استفاده از ت ری، بالا شرط کافی برای یکتایی    

 کند: برکم، را بیان می یابی درون مسة هجوام 

 2-2-3بیان شده در ت ری،  یابی درون: مساله 3-2-3 قضیه

در شرط  Eیابی درونماتری   هرگاهدارای جوام یکتا است 

 

1 Polya’s condition 
2 sequence  
3 Supported 1-sequence 

ای با رول فرد  پشتیبانی شده  دنباله -2پولیا صدق کند و شام  

 .]20[ نباشد

برکم، در زمان انجام  یابی درون مسة ه جوام یکتاییقضیه فوق 

کند. در این  حقیقی را بیان می محاسبا  روی مجمو ه ا داد

استفاده  3متناهی های میدان در را برکم، یابی درون مقاله

 با متناهی های میدان در صفر بر تقسیر که ییازآنجاکنیر.  می

یک  )در است متفاو  حقیقی ا داد میدان در صفر بر تقسیر

، (ز اندازه میدان با صفر برابر استا مضربی هر هیمیدان متنا

 قیدر میدان ا داد حقی که یابی درون هة سم یک که است کنمم

 دست از را ویژگی متناهی این های میدان دارد، در یکتا جوابی

 یابی درون مسة ه جوام یکتایی برای فیزیر شرایط کاقضیه . بدهد

 .]20[ ندک می بیان را متناهی های میدان در برکم،

-3برکم، بیان شده در ت ری،  یابی درون: مساله  0-2-3 قضیه

روی میدان متناهی 2-2 GF q یکتا است اگر دارای جوام

 ه  بوه بر صدق کردن در شرایط بیان شده در ةهای مس داده

 ، در شرط زیر نیز صدق کنند: 3-2-3قضیه 

(3-20)                                                         

 
 

    1 2 1 2 222 . 1 . 1 ! .
l l ll

kq l l x
       

  است مسة ههای  مرتبه مشتق موجود در داده نیتر بزرگ lکه 

برکم، را  یابی درونمساله در ادامه نحوه محاسبه جوام یک  

,{فرض کنید .بیان خواهیر کرد  ,  . . . ,  
0 1

{
1

g g g
N

 


 

1Nمقدار-قیحقی از توابعای  مجمو ه پذیر و  بار مشتق

فرض کنیدهمچنین مستق  خطی باشند. 

 :  1,···{ ,)  ( }1I E i N
i

     برداری باشد که از

)سازی مرتب )I E در دست آمده باشد. ای به نامه به صور  لغت(

( )I Eزوج ، ,i k قب  از زوج ,i k آید اگر و تنما  می

iاگر i  یاi i  و  k k )مقادیر .  1
i

 و

 2
i

 و دوم های اول را به  نوان مولفه( )I E
i

  و

}:  1,··{ ·,  N-1C c i
i

     را به  نوان بردار حاص  از

ی بر اساس ساز در نرر بگیرید)مرتب Cای نامه سازی لغت بمرت

 گیرد(. انجام می Cدر اندی   ناصر موجود

,سازی حاص  از مرتب حال، با استفاده از بردارهای  E X و

برکم، را به صور  زیر بدست  یابی درونتوانیر جوام مساله  می

 ر:آوری

(3-24) 
)

,  ,  1
,

| ( ) |

|
 ( ) ( )

(  |, ,  0

A E XN j
P x g x

jA E Xj






 



 که: 

 

4 Finite field 
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 (3-23)  
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)ر محاسبه دترمینان است و م گ. ),  ,  A E X
j

   را

-یینزتوان با جایگ می   1j  ( با23-3) امین ستون ماتری

C آورد. دست به 

استفاده از باز کردن فرمول ( با 24-3له )دسی م ادر صور  بازنوی

به دترمینان ماتری محاس ,  ,  A E X
j

 حول( 1)j -    

 یابی درونامین ستون آن، فرمول زیر برای محاسبه جوام مساله 

 آید: دست می (( به22-3) برکم،)م ادله

(3-20                                                    )

| ( ) |
( )

( ) ( ) ( )
,  ,  1 1

 -1
1 ,  ,| (0 0 ) |

A E XN N i ji j
P x c g x

i jA E Xj i





  
    

 

که ,  ,  iA E X
j

  حاص  از حذف ماتری( 1)i - امین

سطر و 1j - امین ستون ماتری ,  ,  A E X
j

  .است

 که:شود  میدیده  سادگی( ، به 20-3) با توجه به م ادله

(3-20                                                      )

| ( ) |
( )

(0) ( ) (0)
,  ,  1 1

 -1
1 ,   | ,0 ( ) |0

A E XN N i ji j
P c g

i jA E Xj i





  
    

 رور مشتص، فرض کنید که به

      10 1 11, , ... , N

Ng x g x x g x x 

    ،

در نتیجه داریر که 0 0 1g  و 0 0jg  برای

1 1j N   برکم، مورد نرر یابی درون. بنابراین، در مساله

 0P  توانیر به صور  زیر محاسبه کنیر: را می 

(3-29   )

 
 0 0| ( ) | | ( ) |( )

(0) ( )
|

,  ,  ,  ,  1 1
 -1 1

1 1,  ,  ,  ,( ) | | ) 0 0 ( |

i
A E X A E XN Ni i iP c c

i iA E X A E Xi i

 

 

   
           

 .برکم، خواهیر پرداخت یابی دروندر ادامه به م رفی ضرایب   

برکم،: همانند شرایط موجود  یابی درونضرایب  0-2-3 ت ری، 

برکم،  یابی درونلاگرانژ، اگر یک مساله  یابی دروندر یک مساله 

 پذیر باشد، خواهیر داشت: ح 

    1 0 1,..., , , ,...,
T T

N Nc c A E X a a 
    

 

پذیری ماتری  وارون به باتوجه , ,A E X   که توسط(

 است(، آمده دست به موردنرربرکم،  یابی درون مسة هپذیری  ح 

 داریر:

      
1

0 1 1,..., , , ,...,
T T

N Na a A E X c c



   

 

های ماتری  درایه 
1

, ,A E X 
 برکم،  یابی درونضرایب

 شوند. نامیده می Eیابی درونو ماتری   Xمتناظر با مجمو ه

های زیر را  برکم، متناظر با داده یابی درون: مساله  8-2-3 مثال

 در نرر بگیرید:

 , 1,2,3,4X   

 1 2 3 4, 10, 28, 24, 6C C c c c c       

 

1 0 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

E

 
 
 
 
 
 

 .  

 

 های مساله داریر با توجه به داده

          1 2 3 41,1 , 2,1 , 3,3 , 4,4I E         

3Nو   توان بررسی کرد که مساله داده شده در  .به راحتی می

کند و در نتیجه این مساله دارای  صذق می 0-2-3شرایط قضیه 

جوام یکتا است. فرض کنید 2 31, , ,x x x   با استفاده .

 های فوق خواهیر داشت: از داده

 

               
               
               
               

1 1 1 1

0 1 1 1 2 1 3 1

1 1 1 1

0 2 1 2 2 2 3 2

3 3 3 3

0 3 1 3 2 3 3 3

4 4 4 4

0 4 1 4 2 4 3 4

1 1 1 1

1 2 4 8
, , 12

0 0 2 18

0 0 0 6

g x g x g x g x

g x g x g x g x
A E X

g x g x g x g x

g x g x g x g x

   

 

Cجایگزینیحال با   در( 1)j -،امین ستون ماتری  فوق 

 دست خواهد آمد و خواهیر داشت: متناظر با آن به
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خواسته  یابی درون(، جوام مساله 8-3) اکنون با استفاده از م ادله

 شده به صور  زیر محاسبه خواهد شد:

                 

       2 3

2 3

,  ,  3
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 های تسهیم راز تحلیل کارایی طرح-5

 اساسیها یکی از مباحج  ای وسی ه چندجم ه توابع به یابی درون

رسد اولین کار در این زمینه در قرن  ریاضیا  است. به نرر می

هفدهر توسط نیوتن انجام شد. کمی ب د لاگرانژ فرمول نیوتن را 

درونیام م روف خود را  ا  هرمی، 2999گسترش داد. در سال 

 یابی درونه در زمینه برکم، اولین مقال 2820ارائه داد. در سال 

 یابی درونبرکم، را ارائه داد. در این نوع  یابی درونیا  2ای حفره

است شام  مقادیر تابع و ست دارب اتی که از تابع اولیه در 

بالاتر تابع در برخی نقاط دیگر است که  مرتبه  مقادیر مشتقا 

های مشتق ، مرتبهiازای هر اگر به نرر و ترتیب خاصی ندارند.

jکه 0,1,2,..., ij j( دنباله8-3، در )  ای باشد که

پذیر  مشتق مذکوری نی در تمام نقاط  شکستگی نداشته باشد،

نوع آنگاه  باشد و مشتق آن در همه این نقاط داده شده باشد،

است. در حالت  ا  هرمیکه حاص  خواهد شد درونیام   درونیابی
 

1 Lacunary Interpolution 

دست  ها صفر باشند، درونیام لاگرانژ بهijخاص وقتی که همه 

این دنباله همیشه موجود و یکتاست و فرم صریح آن نیز  .آید می

این است شود  مطر  میکه در حالت ک ی درست است. اما سوالی 

ای  ، به دنباله jxشتقا ، مثب برای گرهکه اگر در مرتبه م

) ی نی در ب ضی از مراتب، مشتق وجود  نامتوالی برخورد کنیر،

 یابی دروندر این حالت آیا  نداشته باشد و یا در اختیار ما نباشد(

برای ح  مسة ه کارساز خواهد بود؟ جوام منفی است و  ا  هرمی

جدیدی مطر  کرد که تا  یابی درونبرکم،،  برای ح  این مسة ه،

باشد. در برخی از مراجع  این مشک  میح  گوی  حدودی پاسخ

را حالت خاصی از درونیام برکم، در نرر  ا  هرمیدرونیام 

ها شکسته شوند، درونیام برکم،  گیرند. اما اگر برخی از دنباله می

 نرریه دورا خواهیر داشت. تفاو  این دو درونیام مث  تفاو  

با توجه به  .]20[ م ادلا  دیفرانسی  خطی و غیرخطی است

در های متت ، تسمیر راز ارائه شده  مطالب فوق و مطال ه رر 

لاگرانژ در  یابی درونتوان گفت  می ]29و 29و 2[های  مقاله

افراد دارای صبحیت یکسان کاربرد  برایهای تسمیر راز  رر 

دارد. در بسیاری از کاربردها، در نرر گرفتن صبحیت یکسان 

برای تمام افراد، فرضی غیرم قول است. همچنین ممکن است در 

با سمامی با  کنندگان هایی نیاز باشد تا راز مابین شرکت موق یت

تسمیر شود، در این صور   ارزش متفاو  در رول زمان

م مولی از کارایی لازم برخوردار نیستند.  تسمیر رازی ها رر 

های متت فی مانند رر   برای برررف شدن این مشک  رر 

برکم،  یابی درونتسمیر راز اجتما ی ارائه شده است که در آن از 

استفاده شده است. تسمیر راز اجتما ی امکان تسمیر یک راز 

کند  ای فراهر می گونه کنندگان را به ای از شرکت مابین مجمو ه

کنندگان در رول زمان وجود  که امکان تغییر ارزش سمام شرکت

برکم، و در  یابی درونداشته باشد. با توجه به این مساله، از 

 ای استفاده شده است. جم ه حقیقت از مشتقا  یک چند

شاید این پرسش مطر  شود که آیا در رر  تسمیر راز اجتما ی 

تر است استفاده  که از برکم، ساده ا  هرمی یابی درونتوان از  می

 یابی دروندر پاسخ باید به این نکته اشاره کرد که اگر از که  نمود

به یک نفر را ها  مشتقمقادیر  استفاده شود باید تمام  ا  هرمی

ها را به افراد متت ،  دهیر و اگر قرار باشد مشتقاختصاص خاص 

ود. ی نی اگر قرار ش بدهیر ساختار دسترسی مسة ه محدود می

باشد تا رازی را بازسازی کنیر، باید همه افراد در این کار 

 یابی درونمزیت دیگری که مشارکت کنند تا راز بازسازی شود. 

 یابی درونبرکم، نسبت به لاگرانژ دارد این است که با استفاده از 

در حقیقت تنما یک ) توانیر به هر فرد سمام کمتری برکم، می

در  یابی درونص دهیر. ی نی زمانی که از این سمر( تتصی

در مشتق مرتبه بالاتر وجود شود،  های تسمیر راز استفاده می رر 

 که یدرحالبودن سمام فرد است.  تر باارزشدهنده  نشانسمر فرد، 
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 تیباصبحباید برای افراد  شودلاگرانژ استفاده  یابی دروناگر از 

کارایی رر  با ج کاهش که  دهیربیشتر ت داد سمام بیشتر ارائه 

 . شود می

 تسهیم راز های  طرحمقایسه  -6
های رر   نویسندگان این مقاله دو رر  در این زمینه با نام

لاگرانژ و قضیه  یابی دروننگر با استفاده از  پیش چند رازتسمیر 
و رر  تسمیر چندراز  0202سال  در ]28 مانده چینی باقی

مانده چینی  برکم، و قضیه باقی یابی دروناجتما ی با استفاده از 
اند. در ادامه این بتش  به چاپ رسانده 0200در سال  ]02[

فوق با سه رر  تسمیر راز دیگر از نرر  پیشنمادیهای  رر 
 استفاده مورد های یابی درونو نوع  ، پیچیدگی محاسباتیکارایی

تسمیر راز های  رر نتایج مقایسه . اند شدهمقایسه در آن با هر 
  رر دو شود که  مشاهده می .است شده آورده 2-0 جدول در

که از اندازه سمام  این  بوه بر   ]02[و  ]28 [در ارائه شده 
چند راز را  زمان هرکوچکی برخوردارند و قاب یت تسمیر 

دارای قاب یت تسمیر تدریجی و ترتیبی لذا کنند،  پشتیبانی می
رازها )تدریجی بودن ی نی رازها به صور  یکجا بازیابی نشوند و 

شوند( نیز  ترتیبی بودن ی نی رازها ربق ترتیب خاصی بازیابی می
به رور مثال  .را ندارندها  قاب یتسه رر  دیگر این  ولیهستند 

لاگرانژ برای رر   یابی درونکه از  ]00[ نیت و همکاران رر  پاگ
خود استفاده نموده است، با وجود اندازه سمام به مراتب بزرگتر از 

ها را  ، قاب یت تسمیر تدریجی و ترتیبی راز]02[و ]28[ های رر 
به  2-0جدول  0اول ستون ( در دو سطر *) ستارهندارد. وجود 
ک های مذکور قاب یت تسمیر تنما ی باشد که رر  این خارر می

قاب یت تسمیر ترتیبی و تدریجی  یربی به رور  راز را دارند و لذا 
 ها م نی ندارد. ها برای آن راز

مقایسه چند رر  تسمیر راز از لحاظ کارایی و سایر  :(1-6)جدول 

 ها ویژگی

 
 رر 

 نوع
یاب درون
 ی
کاررف به

 ته

 پیچیدگی
 محاسباتی

 یابی درون

 اندازه
 سمام
 

 قاب یت
 تسمیر
 چند
 راز

 قاب یت
 تسمیر
 تدریجی

 و
 ترتیبی

 ها راز

 رر 
نجومیان

 [9]
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 3.373o t 
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 * خیر

 رر 
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 همکاران
]00[ 
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 logo t t 

 

t q

 
 خیر ب ی

 رر 
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 نگر پیش راز
]28[ 
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 logo t t 

 
2 q

 
 ب ی ب ی

 رر 
 چند تسمیر
 راز
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]02[ 

 برکم،
 

 3.373o t 
 
2 q ب ی ب ی 

 

 گیری نتیجه -7

 یابی درونبر اساس  چند راز تسمیر رر  پنج تحقیق این در

قرار  مقایسه و تح ی  و مورد هم رفی شدلاگرانژ و برکم، 

 یابی دروننوع شام   تح ی مورد های  شاخصگرفتند. 

، پیچیدگی محاسباتی، اندازه سمام، قاب یت تسمیر مورداستفاده

بر . هستندریجی و ترتیبی رازها دو قاب یت تسمیر ت چند راز

های  رر  موردنرر یها شاخصاز مقایسه   اساس نتایج حاص 

های ارائه شده توسط  شود که رر  ، مشاهده میم رفی شده

که از اندازه سمام کوچکی  نویسندگان مقاله  بوه بر این

چند راز را پشتیبانی  زمان هربرخوردارند و قاب یت تسمیر 

کنند، لذا دارای قاب یت تسمیر تدریجی و ترتیبی رازها نیز  می

 نیستند.ها  قاب یترر  دیگر دارای این سه  یهستند؛ ول
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