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 پژوهشی -علمی

  تأخیریی کنترل بهینه کسر مسألهدر حل ها  کاربرد آنهرمیت و توابع کاردینال 
 *2اردوخانی یدالله ،1سادات یوسفی فائزه

 )س( دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه الزهرااستاد  -2 و دانشجوی دکتری -1
  (30/30/9011پذیرش: 03/30/9011 )دریافت:

  چکیده

 انتگهرال کسهری از نه       .اسهت  شهد   ارائهه  در زمها   تهأییر  کسهری بها   بهینهه  کنترل مسأله حل برای جدید عددی روش یک مقاله، این در

سهتااد   ت ابهع ا  بهرای تقریه    پایه ت ابع عن ا به کاردینال هرمیت ت ابع از روش، این در .باشد میکسری از ن   کاپ ت  لی ویل و مشتق -ریما 

. بها  شه ند بهرد  مهی  کهار   هبهینه ب کنترل مسأله حل برای ها آ  و یدآ می دستبه یتأییر و انتگرال کسری عملیاتی ماتریس . در ادامه،ش دمی

دستگا  معادلات جبری منجر شد  که با استااد  از روش تکراری نیه تن جه ام مسهاله    به یک  مکانی، مسأله م رد مطالعهاستااد  از روش هم

  بررسی شد  است.های عددی کارایی روش با ارائه مثالش د. در پایا ، محاسبه می

 ت ابع کاردینال هرمیتماتریس عملیاتی، ی، تأییربهینه کسری  کنترل مسأله :هاكلیدواژه

 9 مقدمه -9

 اعهم از  کسهری  محاسهبات  م ضه    گذشهته،  دههه  چند ط ل در
 یهها  پدید  از بسیاری ت صیف در ها انتگرال و مشتقات یها نظریه
 ،]2[ پزشهکی  ،]9[ یکی ژههای هیهدرول   مدل مانند واقعی زندگی
 مهالی  امه ر  ،]4[ دینهامیکی  سهازی  مدل ،]0[ حرارت انتقال مدل

 سایت رو،این وج د آمد  است. ازهب ]6[ م ت ر و دما کنترل، ]0[
 معادلات مختلف ان ا  حل برای جدید عددی و تحلیلی های روش

مههم در   م ضه    یهک  بهه ، کسری و معادلات انتگرال دیارانسیل
 شد  است. تبدیل آنالیز عددی 

ت سط شامل شرایطی هستند که کسری  ینهکنترل به سائلم
 شه ند. هماننهد   یم ظاهر یانتگرال کسر یا یارانسیلد عملگرهای

 یهها  را  حل مسائلاین  بسیاری از ی،معادلات کسرمختلف ان ا  
 یهها  کهرد  روش  یهدا پ یهل، دل ینهمه  به. ندارند یقو دق یلیتحل
به  لئاسماین از  یحل ان ا  مختلا یبرا با دقت بالاو  یق  یعدد
 .است شد  یلتبدفعال  یقتحق یک

کنتهرل   سهائل م برای کلی فرم ل و یک حل را  اولین بار یک
 مسهتقیم  روش[ 0] در مرجهع  .شهد  معرفی[ 7] در یکسر ینهبه

 یبعد یک یستمس یک[ 1] در .  شدداد ارائه آ  حل برای عددی
 در ارائهه شهد  اسهت.   ت ابهع یها    حل با اسهتااد  از روش   یبرا

 کار رفته است.   روش گارکین برای حل آ  به ]4[ مرجع

 بهینه کنترل مسأله، کسری بهینه کنترلیکی از ان ا  مسائل 

. باشهد  مهی دارای کاربردهای مهمهی  است که  زمانی تأییر کسری
 

 ordokhani@alzahra.ac.ir مسئ ل: یسند ن  یانامهرا *

 هههای سیسههتم شههیمیایی، فراینههدهای در تههأییرطهه ر مثههال هبهه

 رخ مرته   طه ر  بهه  [93]ههای حمهل ونقهل     سیستم ،الکترونیکی

و یها تهابع    وضهعیت در تهابع   مسهأله در  تهأییر نم د این  .دهد می

 ظاهر می گردد.کنترل 

در ارائه شهد  اسهت.   های مختلای  روش مسألهاین برای حل 

حهل شهد  اسهت.     مسهأله های چند جمله ای لژانهدر   با پایه ]99[

هها   م جهک پایهه  بهر   با ارائه روشهی   ]90[و  ]92[ در ن یسندگا 

بها اسهتااد  از    ]94[ در مرجهع  .نهد اآورد دست هب مناسبیج ام 

با استااد  از ت ابع برنشتاین به حل  ]90[ درو ای ب باکر ت ابع پایه

 .ته شد  استی پردایتأییرکنترل بهینه کسری  مسأله

عنه ا  ت ابهع   به ]96[ ت ابع کاردینال هرمیت ،حاضر مقالهدر 

 بخه   در: است زیر شرح به مقالهیتار اس معرفی می ش د وپایه 

 و کهرد  بیا   را تهرمی کاردینالحسام کسری و ت ابع  ماه م ،2

 بخه   در. شه د  میارائه  انتگرال و یتأییر عملیاتی یها ماتریس

نشها   کاردینال هرمیهت  با استااد  از ت ابع   مسألهفرایند حل  ،0

 روش کهارایی ، ییهها  ، بها ارائهه مثهال   4. در بخ  شد  استداد  

 . بررسی شد  است عددی

  تعاریف -2

 مقدماتی در حساب كسری -2-9

صه رت زیهر تعریهف    یل بهه ولی  -انتگرال کسری ریما  .9تعریف 

  :]97[ گردد می
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       nو برای. مشتق کسری کاپ ت  از مرتبه 2 تعریف
 :]97[ ش د میتعریف  ص رت زیربه
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 :]97[ استهای زیر  مشتق کاپ ت  دارای ویژگی
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d) 0D c  , 

 یک عدد ثابت است. c ،که در آ 

  كاردینال هرمیتتوابع  -2-2

ابع کاردینال هرمیت است که  یکی از ان ا  ت ابع کاردینال، ت
 :]96[ گردد زیر تعریف می ای مؤلاه چهار ص رت به
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 زیر هستند: یاصیتاین ت ابع دارای 

 باشد: m اگر
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 با [0,1]ت ابع کاردینال هرمیت در فاصله  از مقالهدر این 
 : ]90[ گردد زیر استااد  میتغییر متغیر 

, ( ) (2 ),      1,..,4,  0,..,2M M

m k mt t k m k      

حال  دلخ ا  است. مثبت یحعدد صح ریک مقدا M ، در آکه 
)بردار  )t ش د میزیر تعریف ص رت  به: 

 

 

 :گردد تعریف می زیر ضرمحاصل انتگرال اکن  
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 گردد: به شکل زیر ظاهر می و

(9) 
1

2 1

0 ... 0

0 ...

,0 0

0 0

M

R H

G R H

A

G R H

G R


 
 
 
 
 
 
 
 

 

از مرتبهسه قطری بل کی  عددی یک ماتریس A،که در آ  

(2 1)4 (2 1)4M M    ههههای    اسهههت. همننهههین مهههاتریس

, 1,...,2 1M

iR i   و, ,R G H  4نیههز بلهه کی و از مرتبههه 4 
 هستند.

 تقریب تابع -2-9

f[0,1]2تابع L  ص رت بهت ابع کاردینال هرمیت استااد  از با
 ش د: میبسط داد  زیر 
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2)4مجهه ل از مرتبهه    بهردار ضهرای    Cکه در آ ،  1)M  
, با اسهتااد  از ضهرم دایلهی    و  است          بهرای رابطهه فه

 آید:  دست می به
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 گردد: میکاردینال به فرم زیر تعریف 
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 مسأله بیان -9

در این بخ  مساله کنترل بهینه کسری با تاییر زمهانی معرفهی   
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باشد. می  
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)بردارهمننین  )X t و وضعیتبردار( )U t    بردار کنتهرل نهام
 برداری زیر هستند: ص رتبههر دو مجه ل و  که دارد
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



















10 11 40 41 212 42

2

( ) [ , ,..., ,...., , ,..., ] ( )

       ( ).

M M

T

T

Z t Z Z Z Z Z Z t

Z t








 

 :ش د ی بسط داد  میتأییر وضعیتدر ادامه بردار 

( ), 0 ,
( )

( ), ,f

t t
X t

X t t t

  


 

  
  

  
 

ت دس به وضعیتبرای بردار ( 4)ی تأییرتریس با استااد  از ما

 :آید می

(0) 1 1

1 1

( ) , 0 ,
( )

ˆ( ) , .

T

T

f

t E t
X t

t D X t t

 


 

  
  

 

 

 :گردد حاصل می یتأییربرای بردار کنترل  شابهمط ر به

(1) 2 2

2 2

( ) , 0 ,
( )

ˆ( ) , ,

T

T

f

t E t
U t

t D U t t

 


 

  
  

 
 

 که در آ :

1 2
ˆ ˆ , .n mD I D D I D      

بهه  ضرم دو بهردار کاردینهال هرمیهت    ، Vبرای بردار دلخ ا 

 عملیهاتی  مهاتریس   Vآ   کهه در  شه د  زد  میشکل زیر تقریبی 

 :کند می ءنق  مهمی ایاا مسألهحل  در باشد و میضرم حاصل

(93) 
1( ) ( ) ( ) ,       1,2.T T T

i iV t t t V i    

دسهت  هبه ( 1و ) (6)، (0) ههای  رابطهه در نهایت با اسهتااد  از  

 :یدآ می

(99) 
1 1 1

2 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

T T T T

T T T T

W t X t W t t X t W X

G t U t G t t U t G U

  

  

 

 

 

با استااد  از ی تأییروضعیت برای ( 93)در ادامه مانند رابطه 

 :ش د حاصل میفرم زیر ( 7)رابطه 

(92) 1 1 1

1 1 1 1 1

ˆ( ) , 0 ,
( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) , ,

T T T

T T T T T T

f

t P K E t
I K s X s

t SK E t P K D X t t


 


  

  
  

  

 

1،کهه در آ  

11

0

( )1
( )

( ) ( )

T

Ts
ds t S

t s








 


      یهک تقریه

و  اسهت کسهری  بهرای انتگهرال   
1
ˆ

nP I P    مهاتریس عملیهاتی

 :آید ت میدس بهبرای بردار کنترل همننین  است.انتگرال کسری 

(90) 1 2 2

1 2 1 2 2

ˆ( ) , 0 ,
( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) , ,

T T T

T T T T T T

f

t P Z E t
I Z s U s

t MZ E t P Z D U t t


 


  

  
  

  

 

،کههه در آ 
2
ˆ

mP I P تگههرالانعملیههاتی  هههای مههاتریس 

2و اسهت   مسهأله در ابعاد  کسری

11

0

( )1
( )

( ) ( )

T

Ts
ds t M

t s








 


  

 باشد. میتقری  انتگرال نیز همانند قبل 

 مسهأله  مشهتق کسهری   با اعمال انتگرال کسری  در شهر   اکن  
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 :ش د می حاصل (90)رابطه 

(94) 
( ) (0) ( ( ) ( ) ( ) ( )

           ( ) ( ) ( ) ( )),      0 . f

X t X I W t X t K t X t
G t U t Z t U t t t

 


   
     

(0)1در نظر گرفتن  باحال  ( )TX t F  وابهط جایگهذاری ر و با 

 :آید ت میدس به (90)در رابطه  (92-6)

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 2 2

1 2 1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ ˆ                         ( ) ( )

ˆ ˆ                        ( ) ( )

                        ( ) (

T T T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T T

t X t F t P W X t P K E

t SK E t P K D X

t P G U t P Z E

t MZ E t

   

 

 

 

  

 

 

  2 2
ˆ ˆ) .T T TP Z D U

  

 : گردد حاصل میرابطه زیر  لذا

(90) 

 
در تابع ( 0) شد  یمعرف های ی تقر یگزینیبا جا ین،علاو  بر ا

 :آید میدست ه، بینههز

1 1

1 1
0

2 2
0

1
( ) ( )

2
1

       ( ) ( ) ( )
2
1

       ( ) ( ) ( ) .
2

f

f

T T

f f

t
T T

t
T T

J X t N t X

X t Q t t dt X

U t R t t dt U

 

 

 

 

  
  

 
  





 

بهه یهک   ی تهأییر کنترل بهینه کسری  مسألهدر حال حاضر 

طبهق آننهه رکهر     ،بهینه سازی تبدیل شد  است. بنابراین مسأله

که رابطه زیر ط ری هاست ب Uو Xضرای هدف یافتن بردار  ،شد

 کند: حداقلرا 

* ( , , ) ( , ) ,TJ X U J X U B    

دست آورد  هاست. برای ب بردار ضرای  لاگرانژ  ،که در آ 

با استااد  از  رابطه ف   بایستی سیستم معادلات جبری زیرپاسخ 

 :گرددحل نی تن  یروش تکرار

*

*

*

( , , ) 0,

( , , ) 0,

( , , ) 0.

J X U
X

J X U
U

J X U



















  

)اگر ، یا در حالت  )Q t k و( )R t k   عهدد ثابهت و 

1Mبعد مسأله  N       باشد، تابع هزینه بهه شهکل زیهر ظهاهر

 گردد: می

0

0

1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

     + ( ) ( ) .
2

f

f

t
T T T T

f f

t
T T

k
J X t N t X X t t dt X

k
U t t dt U

   

 

  
  

  
  





 :آید دست می به( 9که با استااد  از رابطه )

1
( ) ( )  .

2 2 2

T T T T

f f

k k
J X t N t X X AX U AU 


    

  ها مثال -4
ییری در تهابع  أبها شهرایط ته    له کنترل بهینه زیهر أمس :(9) مثال

 :]91[ داد  شد  استو کنترل  وضعیت

1

2 2

0

1 1
min  ( ) ( ) ,

2 2
J x t u t dt

 
  

 


 
 با شرایط

1 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

3 2 3
D x t x t x t u t u t         

1
( ) 1,     - 0,

3

2
( ) 0,     - 0.

3

x t t

u t t

  

  

  

) ،کهه در آ   ) 1t   و( ) 0t  در ابتههدا تههابع باشههد.  مههی

ش د  داد  میط با ت ابع کاردینال هرمیت بس و تابع کنترل وضعیت

1بههرای مقههادیر  یتههأییرو مههاتریس عملیههاتی 

3
   2و

3
   

 :گردد محاسبه می

1

3

2

3

1
( ) ( ),

3
2

( ) ( ),
3

t D t

t D t

 

 

 

  

 :ش د حاصل می (99)با استااد  از رابطه 

 

 :ش د نتیجه می کنترلتابع در  تأییرهمانند تقری  ف   برای 

2

3

2
0, 0 ,

32
( )

23
( ), 1.

3

T

t

I u s ds

U D P t t






 


  

  


 

1

1

3

1
( ), 0 ,

31
( )

13
( ) ( ), 1.

3

T

T T

E P t t

I x s ds

M P t X D P t t





 


 


  

   

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 کمینهبرای شر  زیر ( 94و رابطه )حال با استااد  از روابط بالا 

 :آید میدست ههزینه بتابع   کرد 

1 2

3 3

1

1
( ) ( )

2

       ( ).

T T

T T T

B X I P D P U P D P

E P F M P

     

 

  

 :استزیر در نهایت تابع هزینه به شکل 

1

3

2 1

3

1 1
* [ ] [ ( )

2 2
1

       ( ) ( )]
2

T T T

T T T T

J X AX U AU X I P D P

U P D P E P F M P

    

    

 

1برای  مقدار تقریبی تابع هزینه    و بهاM=1 وM=2   در

در  شههد  ارائهههی ههها بهها روشو نمههای  داد  شههد   (9)جههدول 

 نیهز  (2)در جدول مقایسه شد  است. همننین  ]91،90،92،99[

0.8برای مسألهپاسخ    و باM=1 و M=0   و با نشا  داد  شد

   است.مقایسه شد   ]99و  90[ی ها روش

1برای  Jمقدار تقریبی  (:9)جدول   9در مثال 

 J ها روش

 [91]روش 

M=0 

M=6 

 

3/07099200 

3/07099249 

 [92روش ]

M=0 

M=6 

 

3/9310 

3/9327 

 3/07099264 [90روش ]

 3/39409 [99روش ]

 حاضرروش 

M=9 

M=2 

 

3/32006432 

3/39290079 
 

0.8برای  Jمقدارتقریبی  (:2)جدول   9در مثال 

 J ها روش

[90روش ]  

M=0 

M=6 

 

3/0009219 

3/0009900 

[99روش ]  3/32000 

 روش حاضر

M=3 

M=9 

 

3/9379020 

3/3002394 

 

طه ری  کنتهرل  و تهابع   وضعیتتابع  در این مثال  (:2)ثال م

 :]23[ که عملکرد تابع هدف ش د می یداپ

1

2 2

0

1
[ ( ) ( )] ,

2
J x t u t dt   

 با شرایط:

1 2
( ) ( ) ( ) ( ),        0 1

2 3

(0) 1,      

2
( ) 0,       - 0.

3

D x t x t u t u t t

x

u t t

       



  

 

 .دانرسببه حداقل را 

:آیههد دسههت مههیهبههییری أدر ابتههدا مههاتریس عملیههاتی تهه 

2

3

2
( ) ( ).

3
t D t     

فهرم زیهر   ییری أکنترل ته تابع برای ( 92)با استااد  از رابطه 

 :ش د نتیجه می

2

3

2
0, 0 ,

32
( )

23
( ), 1.

3

T

t

I u s ds

U D P t t






 


  

  


  

ص رت زیر کمینه کرد  تابع هزینه به( برای 94رابطه ) اکن  

 آید: دست می هب

2

3

1
( ) ( ).

2

T TB F X I P U P D P        

(0)،کههه در آ  1 ( )TX F t  وP   مههاتریس عملیههاتی

بهه شهکل زیهر حاصهل      تابع هزینهه نیهز  باشد.  انتگرال کسری می

 گردد: می

 
2

3

1
* [ ] [ ( )

2
1

       + ( ) ].
2

T T T

T

J X AX U AU X I P

U P D P F

    

 
  

نشها  داد    (0)در جهدول   Jآمد  برای مقهادیر  دست هایج بنت

  شد  است.

1برای  Jمقدار تقریبی  (:9جدول )   2درمثال 

 J ها روش
 [23]روش 

         M=4 

M=0 

M=6 

 

3/910414001906 

3/910414001906 

3/910414001906 

 روش حاضر

M=9 

M=2 

M=0 

 

3/307019649009 

3/302111001000 

3/320609010722 
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1برای  Jمقدار تقریبی  (:4)جدول   0در مثال 

 J ها روش

 9/64707491 [90روش ]

 3/0340 [92روش ]

 3/4727464 [99روش ]

 3/3630460 روش حاضر

0.9برای  Jمقدار تقریبی  (:5)جدول   0در مثال 

 J ها روش

 9/6240700 [90روش ]

 3/0329133 [99روش ]

 3/233349 روش حاضر
 

 :]90[ که تابع ش د یافت میط ری  و کنترل وضعیت. تابع 0ثالم
2

2 2

0

1
 J= ( ( ) ( ) ) ,

2
u t x t dt   

 :با شرایط

( ) ( ) ( 1),     0 2,0 1,

( ) 1,    -1 t <0,

D x t u t x t t

x t

       

 
 

2tتغییهر متغیهر   بها در این مثهال ابتهدا   حداقل گردد.  s     بهاز

فه   بهه    مسهأله . بنابراین ش د داد  میانتقال  [0,1]را به  [0,2]

 گردد: میشکل زیر بازن یسی 

1

2 2

0

 J= ( ( ) ( ) ) ,u s x s ds  

 :با شرایط

1
( ) 2( ( ) ( )),     0 1,  0 1,

2

1
( ) 1,    - 0,

2

D x s u s x s s

x s s

       

  

 

1آمد  برایدستهنتایج ب   0.9 و (4)در جهدول   در

0.7و  (0)جدول    بها  نشا  داد  شهد  اسهت.    (6)در جدول

دینهال هرمیهت بها سهایر     راکآمد  بها ت ابهع   دستهمقایسه نتایج ب

دارای آمهد   دسهت هکه پاسخ به  ش د حاصل میاین نتیجه  ها روش

 مناسبی است. دقت

0.7برای  Jمقدار تقریبی  (:6)جدول   0 در مثال 

 J ها روش

 9/0091001 [90روش ]

 3/309337 روش حاضر

 

  یریگیجهنت -5

حهل   یبهرا  با تقری  مناس روش کارآمد و  یکدر مقاله حاضر، 

ارائهه   یتهأییر کسهری   ینهکنترل بهمسائل گسترد  از  گرو  یک

 یهه عنه ا  پا بهه  در این روش از ت ابع کاردینال هرمیتشد  است. 

همهرا  بها    کسهری  انتگهرال  یاتیعمل یسماترشد  است.  استااد 

کسهری   ینهه کنترل بهمسأله حل  یبرا یتأییر یاتیعمل یسماتر

 یهک ها، مسأله بهه   با استااد  از آ  شد  است کهاستااد   یتأییر

 از آمهد   دسهت هب نتایجش د.  می تبدیل یم عه معادلات جبرمج

 که روش کارآمد است. دهدمی نشا  ها مثال در شد  ارائه روش
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ABSTRACT 

In this paper, a new numerical method for solving the fractional optimal control problem of the time delay 

is presented. The fractional integral and the fractional derivative are the Riemann-Liouville type and the 

Caputo type, respectively. In this method, the cardinal Hermite functions are used as a basis to approximate 

functions. Moreover, we obtain the fractional and delay integral operational matrices and use them to solve 

this optimal control problem. Using the collocation method, the problem leads to a system of algebraic 

equations, that is solved by Newton's iterative method. Finally, numerical examples are presented to        

investigate the efficiency of this method. 

Keywords: Fractional Optimal Control Problem of Time Delay, Operational Matrices, Cardinal Hermite 
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