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 هاهایی از گرافهای جدیدی بر روی نسبت اطلاعات ضرب دکارتی کلاسکران

 2، محمد غلامی*1عباس چراغی

 استادیار، گروه ریاضی، دانشگاه خوانسار، خوانسار، ایران،  -1

                        محقق دانشکده علوم کامپیوتر،  دانشیار، دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه شهرکرد، شهرکرد، ایران و -2

 های بنیادین، تهران، ایرانپژوهشگاه دانش
 (11/19/7931، پذیرش: 19/71/7931)دریافت: 

 چکیده

و دور 9دکارتی یک درخت دلخواه با قطر حداقل  ضربیک کران پایینی برای نسبت اطلاعات حاصل در این مقاله،
mC 3برای هرm  

6نسبت اطلاعات طرح تسهیم راز کامل برپایه گراف علاوه براین، بهترین . خواهیم یافت

dC 6کنیم که در آن، را تعیین می

dC  گراف حاصل از

1dشود که برای هرتر، نشان داده میطور دقیق مکعب است. بهdبا گراف 1ضرب دکارتی دور به طول   6، نسبت اطلاعات

dC  دقیقاً برابر

)با  3) 3

2( 1)

d d

d

 


 است. 

 

 ضرب دکارتیطرح تسهیم راز، نسبت اطلاعات، حاصل: کلیدیهای واژه

 *مقدمه -1

ای طرح تسهیم راز، روشی برای توزیع اطلاعات در میان مجموعه
های مجاز قادر به که تنها مجموعهطوریبه داران است،از سهام

داده  که  این است  راز  تسهیم  اصلی   کارراز باشند. راه کشف
  با که  ای گونهبه شود،  تقسیم  هایی بخش )راز( به  محرمانه  

اگر  بازیابی کرد.  را  راز  بتوان  ها،بخش این  از   خاصی های زیرگروه
های غیرمجاز دارای هیچ اطلاعات اضافی در علاوه بر این، مجموعه

طور آماری از راز مستقل  های آنان بهمورد راز نباشند، یعنی سهم
 شود.باشد، در این صورت طرح )تسهیم راز( کامل نامیده می

های های مجاز در میان تمامی زیرمجموعهتوصیف مجموعه 

شامیر شود. داران یک ساختار دسترسی نامیده میممکن از سهام

در ابتدا مسئله طرح تسهیم راز را مطرح کرده و  ]1[و بلکلی  ]7[

از های تسهیم رازی را ارائه دادند که هر زیرمجموعهطرح

kداران با اندازهسهام   قادر به بازسازی راز هستند و هر

kداران با اندازهاز سهامزیرمجموعه   هیچ اطلاعاتی درباره

)ها،دست نیاورند. این طرحراز به , )n kای نامیده های آستانهطرح

     تعدادnو شودآستانه طرح نامیده می kمقدار  شوند،می

باشد. سؤال اصلی در مورد کارایی این روش به این داران میسهام

ازای هر بیت از راز، چه تعداد بیت از اطلاعات است: به صورت

 بایست به خاطر سپرده شود؟داران میسهام
 

 a.cheraghi@khn.ui.ac.ir: رایانامه نویسنده مسئول *

ها نسبت اطلاعات این طرح، نسبت مابین بیشترین اندازه از سهم

ک ساختار دسترسی، که نسبت ی و اندازه مقدار راز است، درحالی

هایی است که بر روی این ساختار ترین نسبت اطلاعات طرحکم

اند. یکی از مسائل نظری و عملی در این دسترسی شناخته شده

قبول برای نسبت اطلاعات  های قابل مقوله، تعیین یا یافتن کران

های متفاوت است که توسط تعدادی از ساختار دسترسی

 بولی را به خود منعطف ساخته است.پژوهشگران، توجه قابل ق

ارتباط عملی این موضوع بر پایه مشاهدات زیر است. در ابتدا، 

توجه داریم که امنیت هر دستگاهی با افزایش مقدار اطلاعاتی که 

داران(، تمایل به سهم سهام)بایست مخفی نگه داشته شود می

شود، می داران دادهکه به سهام هاییکاهش دارد. ثانیاً، اگر سهم

داران خیلی گاه حافظه موردنیاز برای سهامخیلی بزرگ باشد، آن

های توزیع سهام بزرگ خواهد شد و در همان لحظه، الگوریتم

بنابراین، مهم است بهترین نسبت اطلاعات ؛ ناکارآمد خواهند شد

ساختارهای دسترسی را داشته باشیم. در راستای این هدف، 

پایینی روی نسبت اطلاعات ارزشمند های بالایی و یافتن کران

 خواهد بود.

حالت خاص، زمانی است که یک ساختار دسترسی توسط 

 ها، همان مجموعه رأس یک گراف تعریف شود که در آن مجموعه

هستند. در این کمینه های مجاز ها، مجموعهداران و یالسهام

عه ها را مورد مطالمقاله، ما ساختارهای دسترسی بر پایه گراف
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قرار خواهیم داد و طرح تسهیم راز برای ساختار دسترسی بر پایه 

های نامیم. در طرحیک گراف را طرح تسهیم راز آن گراف می

هایی که به   سهیم راز، مسئله یافتن کران روی اندازه سهم

 ارز نسبت اطلاعات، یکی از طور هم شود یا بهداران داده میسهام

وده و توجه زیادی را توسط محققین به ب باره نیدرااساسی  مسائل

ی یک طرح با یک ساختار دسترسی خود جلب ساخته است. ارائه

ارائه یک کران بالا بر روی نسبت اطلاعات آن  درواقعمشخص 

های متفاوتی طرح ]9[ساختار دسترسی است. بلوندو و همکارانش 

را برای ساختارهای دسترسی مختلف ارائه دادند و نسبت 

نشان داد که برای  ]4[را محاسبه نمودند. سیرماز  ها آنت اطلاعا

n هر توان یک ساختار دسترسی معرفی کرد     دار میسهام 

که در هر طرح تسهیم راز کامل روی این ساختار طوریبه

دار حداقل دسترسی، نسبت سهم هر سهام
log

n

n
اندازه راز برابر  

 باشد.

در بسیاری از تحقیقاتی که تاکنون بر روی نسب اطلاعات 

های شده است تلاش شده تا نسبت اطلاعات دقیق رده انجام

طور مثال  خاصی از ساختارهای دسترسی گرافی محاسبه گردد. به

رأس در مراجع  1ها با حداکثر اطلاعات برای اغلب گرافنسبت 

که متأسفانه نسبت اطلاعات برخی از  ، درحالیشده مطرح ]71-1[

ای بیان شده است که صورت بازه های گرافی هنوز بهاین رده

دهد. شده در این مقاله را نشان می های دقیق ارائهاهمیت کران

1ها، دارای نسبت اطلاعات درخت
2

k
 ،هستند که در آنk  یک

ای از ، دستهdچنین، برای هر . هم]79[ح است مقدار صحی

ساخته شده که نسبت  dهای نامتناهی با بیشترین درجهگراف

1ها  دقیق اطلاعات آن

2

d   های کامل دارای . گراف]74[است

تر، همانند رأس یا بیش 4هستند، مسیرهای با  7نسبت اطلاعات 

 ، دارای نسبت اطلاعات1دورهای با طول حداقل 
3

2
هستند.  

مکعبی را یافته و dهای گرافنسبت اطلاعات  ،]71[سیرماز 

/ها برابر با ثابت کرده است که نسبت اطلاعات این گراف 2d 

، نسبت ]71[های مکعبی در مرجع  باشد. با تعمیم گرافمی

ها به دست آمده ضرب دکارتی گراف ای از حاصل اطلاعات دسته

 است.

چندین کران بالایی و پایینی  ]71و  1[استینسون و بریکل 

ها های مبتنی بر گرافبرای نسبت اطلاعات ساختار دسترسی

نسبت اطلاعات یک گراف نشان داد که ] 71[استینسون اند. یافته

1حداکثر برابر با d با بیشترین درجه

2

d   .بریکل و است

 7نشان دادند که یک گراف دارای نسبت اطلاعات  ]1[داونپورت 

است اگر و تنها اگر گراف، دوبخشی کامل باشد. علاوه براین، 

ف در مقادیر نسبت اطلاعات  یک شکا ]1[بلوندو در مرجع 

ها بر روی این مطلب که تر، آنطور دقیق ها را نشان داد؛ بهگراف

به دست آمده بود، تأکید کرده و  ]1[ توسط بریکل و داونپورت

یک گراف کامل دوبخشی نباشد،  Gنشان دادند که اگر گراف

دارای نسبت اطلاعات  آنگاه هر طرح تسهیم راز برای آن گراف،

3حداقل 

2
شده اند  های بهینه بررسیطرح ]71[است. در مرجع  

راز طرح تسهیم (3,3)، نویسندگان یک]73[و در مرجع 

اند که فارغ از مولد ای شبه کوانتومی را طراحی نمودهآستانه

گذارد، کلاسیک به اشتراک میکوانتومی، راز را با سه قسمت 

گیری شده و ها در یک پایه کلاسیک اندازهکه کیو بیت طوری به

پذیرد. میمنی و نوروزی  ها بدون اختلال صورت میارسال آن

های تسهیم راز بر پایه ضرب دکارتی، سه رده از طرح] 11[

ها به کمک این روش مقدار دقیق ها را معرفی کردند. آنگراف

لاعات ساختارهای دسترسی گراف حاصل از ضرب نسبت اط

اما ؛ دکارتی دور در دور، مسیر در دور و منشور را محاسبه نمودند

همچنان مقدار دقیق نسبت اطلاعات ساختارهای دسترسی 

ها که حاصل از ضرب دکارتی دو یا چند های گرافبسیاری از رده

ان پایینی مانده است. در این مقاله کرباقی نشده حلگراف است، 

یک  های حاصل از ضرب دکارتیبرای نسبت اطلاعات گراف

در یک دور به طول دلخواه  9درخت دلخواه با قطر حداقل 

محاسبه شده است. همچنین نسبت اطلاعات دقیق گراف حاصل 

در یک گراف مکعبی معرفی  1از ضرب دکارتی دور به طول 

ن مقاله همگی شده در ایراز مطرح های تسهیمطرح گردیده است.

توانند راز را       های مجاز مییعنی زیرمجموعه؛ کامل هستند

های غیرمجاز با استفاده از      که زیرمجموعهحالیدست آورند، دربه

 دست آورند.گونه اطلاعاتی از راز بهتوانند هیچهایشان نمیسهم

دهی شده است. در بخش صورت زیر سازمان ساختار مقاله به

رخی تعاریف اولیه لازم برای طرح و اثبات ادعاهای اول ب

در مقاله بیان شده است. در بخش دوم کران پایینی  شده مطرح

برای نسبت اطلاعات ساختار دسترسی گراف حاصل از ضرب 

در یک دور به طول  9رأسی با قطر حداقل   دکارتی هر درخت 

ات معرفی شده است. درنهایت در بخش پایانی نسبت اطلاع  

دقیق ساختار دسترسی گراف حاصل از ضرب دکارتی یک دور به 

 در گراف مکعبی محاسبه شده است. 1طول 

 برخی تعاریف اولیه -2

نماییم برخی تعاریف اولیه لازم در مقاله را بیان می در این بخش

 nاز  Pیک طرح تسهیم راز با مجموعه  Σفرض کنید  .]1-1[
دار باشد. واسطهسهام

0p P و
0{ }Q P p  .را در نظر بگیرید

در یک طرح، سهم 
0p گیریم. را راز در نظر میsi  سهم   را
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iدار سهام Q 1فرض کنید. با توجه به همه( )n های تایی

ممکن 
0 1 2( , , ,..., )p ns s s s ها، نگاشتاز سهم:i iE E   را برای

کنیم که برای هرچنان تعریف می Eمشخص  ییک مجموعه

e E  اعضاء ( )i i Q
e


های یک راز باشند. ما فقط سهم 

داراین، برای هر سهامگیریم، بنابرهای پوشا را در نظر مینگاشت
i Q مجموعه Ei دارهای ممکن سهامسهم همه همان مجموعه

i-است. اگر یک توزیع احتمال در  امE گاه را در نظر بگیریم، آن

کند. القاء می Eiها یک توزیع احتمال در هر یک از نگاشت

عنوان آنتروپی شانون هر یک از را به H(Ei)توان بنابراین، می
 متغیرهای تصادفی در نظر گرفت.

برای هر زیرمجموعه
1{ , , }rA i i Q  آنتروپی مشترک ،

1
( , , )

ri iH E E صورت را به( )H Aنویسیم و قرارداد مشابهی می

 طور مثال، داریم:دهیم. بهرا برای آنتروپی شرطی قرار می

1
( | ) ( | , , )

rj j i iH E A H E E E  

 ازآنجاکهدر نظر بگیرید.  را ساختار دسترسی  مجموعه 

هاینگاشت
i طرح تقسیم راز کامل کنند، لذا را تعریف می

0
( ) 0pH E  .در ضمن اگرA ،داریم

0
( | ) 0pH E A  این .

تساوی بیانگر آن است که تمامی اطلاعات راز توسط یک 

 داریم: Aکه اگرحالیگردد. دری مجاز، مشخص میمجموعه

0 0
( | ) ( )p pH E A H E 

تساوی بیانگر آن است که یک مجموعه غیرمجاز قادر به این 
 برملا کردن حتی یک بیت از اطلاعات راز نیست.

گیری طول سهام هر طرح، از آنتروپی سهام منظور اندازه به

 اطلاعات طرح تسهیم راز نرخ شود. آن طرح استفاده می

 صورت به 
 

 
0

maxi P i




 
 

 
 مقدار شود.می تعریف 

   1/R    طرح  اطلاعات را نسبت  گویند. هر دو

برند. عنوان ضریب تأثیر یک طرح به کار می را به Rو مقدار 
های رین راندمان طرحتوان برای ارزیابی بهتاین پارامترها را می

بهینه یک ساختار دسترسی مشخص استفاده نمود. نرخ اطلاعات

   برای یک ساختار دسترسی را بیشترین نرخ   

 برای ساختار دسترسی شده فیتعر هایروی تمامی طرح
 صورت به نیز دسترسی ساختار بهینه گویند. نسبت اطلاعات

   1/R   شود. در ادامه نسبت اطلاعات برخی تعریف می

بر ضرب دکارتی چندین گراف ساختارهای دسترسی مبتنی

 گردد.هایی معرفی میی آن کرانمحاسبه و یا بر رو

 هاای از گرافنسبت اطلاعات دسته -9

 پردازیم.در ادامه به برخی قضایا و نتایج کاربردی در این مقاله می

ای از رئوس که تنها با حذف زیرمجموعه Gاز گراف Hزیرگراف 

 گویند. Gآید را زیر گراف القاییبه دست می Gگراف

زیرگراف القایی آن  Hیک گراف و  G اگر ]17[. 1-9قضیه 

 گاه:باشد آن

   R H R G . 

( باشد. 7گراف نردبانی شکل ) Gفرض کنید  ]17 [.2-9قضیه 

آنگاه   2R G  ■. 

 
 گراف نردبانی(: 1شکل )

Gضرب دکارتی  در نظریه گراف، حاصل H های از گراف

G  وH، های  گرافی است که مجموعه رأسG H       

)ضرب دکارتیحاصل ) ( )V G V H بوده و هر دو رأس( , )u u و
( , )v v  مجاور هستند اگر و تنها اگرu v  وu درH باv 

uمجاور باشد یا  v  وu  درG  باv ضرب مجاور باشد. حاصل

Gهای جایی است، یعنی گرافدکارتی دارای خاصیت جابه H  و

H G ریخت هستند. این عملگر دارای طور طبیعی یک به

)هایپذیری است، یعنی گرافخاصیت شرکت )F G H و
( )F G H ریخت هستند. در مورد طور طبیعی یک به

دکارتی مسیر ضرب حاصل
mPبه طول m و دور

nC  به طولn ،

مقدار دقیق نسبت اطلاعات با توجه به قضیه زیر به دست آمده 

 است:

, برای هر ]11[ .9-9قضیه  4m n   توان گفت می  

( ) 2m nR P C   

فرض کنید که
nT ک درخت یn ضرب دکارتی  رأسی باشد. حاصل

درخت
nT  طول با یک دور بهm را با نماد,n mT دهیم، نمایش می

درواقع
,n m n mT T C. ترین فاصله موجود بین رئوس گراف بیش

را بیان  9-9را قطر گراف گویند. در ادامه، تعمیمی از قضیه 

 است. ]11[شده از مرجع  کنیم که اثبات آن برگرفته می

باشد و  9رأسی با قطر حداقل  nدرخت  nTاگر. 4-9قضیه 

4m گاه . آن ,. 2n mR T  

که نشان دهیمبرای آناثبات:  , 2n mR T   کافی است نشان

n,دهیم mT ریخت با گراف شکل شامل یک زیر گراف القایی یک

 ( است.7)

حداقل شامل  nTاست، لذا  9حداقل  nTکه قطر درخت  ازآنجایی

است. این مسیر القایی را به فرم  9یک مسیر به طول 
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1 2 3 4:  P a a a a   علاوه فرض کنید دور  در نظر بگیرید. به

mC  1به فرم 2 1:  m mC b b b b     باشد. حال بر طبق

n,( برخی رئوس 1شکل ) mT گذاری         صورت زیر نام را به

 نماییم:می

   

   

2 1 2 2

3 2 4 2

,  ,

, ,

, ,

, ,

A a b B a b

C a b D a b

 

 

 

   

   

1 3 2 3

3 3 3 4

,   ,

, .

, ,

, ,

a a b b a b

c a b d a b

 

 

 

اگر   .: , , , , ,  , ,  n mX A B C D a b c d V T  وضوح  گاه بهآن

n,زیرگراف القایی  mT X   ( است، لذا 7یکریخت با گراف شکل )

 داریم: 7-9طبق قضیه 

 , ,2 ( ) .n m n mR T X R T     

 نتایج اصلی -4

حال، فرض کنید گراف 
nC  دور به طولn  و

nK  گراف کامل

2رأس باشد. تعریف کنید:  nبا  2 2

d

n nC C K K K 

های کپیجایی که تعداد 
2K ضرب برابر با در این حاصلd 

2nتوان بررسی کرد که برای هر آسانی می است. به   0وd  ،

dگراف 

nC  یک گراف 2d 2ترایا با منظم راسdn  رأس

 زوج، گراف n است و برای
d

nC گراف دوبخشی است. نیز یک

هدف اصلی این مقاله، قضیه زیر است که مقدار دقیق نسبت 

6اطلاعات 

dC 6ا کند و برا تعیین می( )dR C شود.نمایش داده می 

6، نسبت اطلاعات dبرای عدد صحیح نامنفی .1-4قضیه 

dC 

)برابر با  3) 3

2( 1)

d d

d

 


 است. 

 برای اثبات قضیه فوق نیاز به بیان مطالب زیر است:

ای از ، خانوادهG برای گراف S کاملیک طرح تسهیم راز

متغیرهای تصادفی 
v  برای هر v V G  و متغیر تصادفی 

 Gیالی از  uv بنابراین، اگر؛ شودبرای راز در نظر گرفته می

گاه باشد، آن
u  و

v  به همراه یکدیگر قادر به تعیین متغیر

مجموعه مستقلی از  Aخواهند بود. علاوه بر این، اگر تصادفی 

}و مجموعه   گاهرئوس باشد، آن : }v v A  طور آماری  به

 مستقل هستند.

شود )که گیری میتوسط آنتروپی اندازه اندازه متغیر تصادفی

)شود( و آن را با نماد محتوای اطلاعاتی نامیده می )H   نمایش

 دهند، اینمی

مطرح گردید. نسبت اطلاعات هر رأس  ]1[روش توسط بلوندو 

( )v V G  برابر با( )

( )

vH

H




کند که است. این تساوی بیان می 

به خاطر  vبرای هر بیت راز، چه میزان بیت اطلاعات توسط 

 شود.سپرده می

 

نسبت اطلاعات میانگین و نسبت اطلاعات در بدترین حالت

S در بین تمامی   به ترتیب همان نسبت اطلاعات میانگین

ها است. فرض داران و بیشترین نسبت اطلاعات در بین آنسهام

باشد،  Gیک طرح تسهیم راز کامل روی گراف S کنید

که متغیرهای تصادفی  طوری به
v  برای هر v V G  و متغیر

شوند. برای هر زیرمجموعه برای راز در نظر گرفته می تصادفی 

A کنیم:از رئوس تعریف می 

 
 

 

:
:

vH v A
f A

H






  

همان میانگین  Sاست که نسبت اطلاعات میانگین واضح

اعضای مجموعه    :f v v V G  است. در بدترین حالت، نسبت

اطلاعات برابر با بیشترین مقدار در این مجموعه است. با استفاده 

 داریم: ]1[از خواص استاندارد توابع آنتروپی 

خاصیت مثبت بودن: الف(   0f   و در حالت کلی 

  0f A  

اگر خاصیت یکنوایی: ب(  A B V G  گاهآن 

   f A f B 

 خاصیت زیرمدولی:ج( 

       f A f b f A B f A B      

 و  ξیک نتیجه معروف در نظریه اطلاع آن است که اگر 

را تعیین  ξ، مقدار دو متغیر تصادفی باشند، متغیر تصادفی

کند اگر و تنها اگر می  0H   . 

 طور آماری مستقل هستند اگر: به و  ξهمچنین 

(𝑎3. 𝑏1) (𝑎3. 𝑏2) (𝑎3. 𝑏3) (𝑎3. 𝑏4) 

(𝑎4. 𝑏1) (𝑎4. 𝑏2) (𝑎4. 𝑏3) (𝑎4. 𝑏4) 

(𝑎1. 𝑏1) (𝑎1. 𝑏2) (𝑎1. 𝑏3) (𝑎1. 𝑏4) 

(𝑎5. 𝑏1) (𝑎5. 𝑏2) (𝑎5. 𝑏3) (𝑎5. 𝑏4) 

(𝑎2. 𝑏1) (𝑎2. 𝑏2) (𝑎2. 𝑏3) (𝑎2. 𝑏4) 

 : ضرب دکارتی مسیر با دور)2(شکل 
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     H H H    . 

مطلب و تعریف طرح تسهیم راز کامل، خواص با توجه به این 

 زیر را نیز خواهیم داشت:

Aاگر  یکنوایی قوی:د(  B  همچنینA  یک مجموعه

 گاه:وابسته باشد، آن Bمستقل و مجموعه 

   1f A f B   

 Bو  Aهاییک از مجموعهاگر هیچ قوی:زیرمدولی ه( 

Aمستقل نباشند، اما  B گاه:مستقل باشد، آن 

       1f A f B f A B f A B      

 کران پایین نسبت اطلاعات 

شد، نشان داده 7313های معروف آنتروپی که در سال روش

شود برای هر تابع سادگی دیده می گردد. بهصورت زیر بیان می به

که در خواص )الف( تا )ه( صدق کرده و مقدار متوسط  f حقیقی

باشد، آنگاه نسبت  rحداقل برابر با  G آن روی مجموعه رئوس

 .]1[خواهد بود r حداقل برابر با Gفاطلاعات گرا

در  fشده برای تابع با توجه به تعریف ارائه .1-4اثبات قضیه 

 قسمت قبل، برای اثبات کران پایین

 
 

3 3

2 1

d d

d

 


بر روی نسبت  

6 اطلاعات
dC کافی است نشان دهیم برای هر تابع f  با مقدار

 حقیقی که در خواص )الف( تا )ه( صدق کند، داریم:

6( )

1
( ) 3 2 ( 2 ).

1d

d

v V C

f v d
d

   


 

بایست این همان نامساوی است که برای اثبات کران پایین می

6 ئوس گرافثابت شود. برای این منظور، مجموعه ر
dC  را به دو

با اندازه یکسان تقسیم      dBو  dAقسمت مستقل مجزای 

 کنیم. لذا، داریم:می

| | | | 3 2 .d
d dA B   

فقط  dBو رئوس در  dBهایی در فقط همسایه dAرئوس 

 گراف دارند. dAهایی در همسایه
1

6 6 2

d dC C K  دو نسخه  شامل

6مجزا از 
dC ها نظیر به نظیر یک تطابق است که مابین رئوس آن

6 . فرض کنید رئوس هر دو نسخهکامل وجود دارد
dC  به روش

صورت فوق به ترتیب به
d dA B  و' 'd dA B  تقسیم شده

چنین و هم dB'و  dAهای کامل بین که تطابقطوریباشند، به

1بنابراین، تقسیم رئوس گراف ؛ باشند dA'و  dBبین 
6
dC  

های از هم جدای مستقل صورت زیرمجموعه به
1 'd d dA A A   

'و  'd dA B ان از توگردد. با استفاده از این تجزیه، میانجام می

)6برای اثبات کران پایین d روی استقرا )dR C  استفاده کرد. در

که در آن مراحل استقرا از نمادگذاری زیر استفاده خواهیم کرد 

 bبا مجموعه تک عضوی  A اجتماع مجموعه bAمنظور از 

 است.

[[ , ]] ( ) ( { }).
b B a A

A B f bA f A a
 

    

در زمان استفاده از  dBو  dAهای  با توجه به تعریف مجموعه

دارای  Bو  Aهای کنیم که مجموعهگذاری فرض میاین نام

توانیم ثابت کنیم که کران های یکسان هستند. اکنون، میاندازه

)6پایین  )dR C  برابر با( 3) 3

2( 1)

d d

d

 


 است. 

1dبرای هر  .2-4لم   :داریم 

6

( 3) 3
( )

2( 1)

d d d
R C

d

 



. 

 اثبات لم فوق به بیان ادعای زیر نیازمندیم.: برای اثبات

6 گراف برای ادعا:
dC های مستقل افراز رئوس آن به مجموعه با

d dA B :داریم 

(7) 
6

1
( ) [[ , ]] 3 2 ( 1 )

1d

d

d d

v C

f v A B d
d

    


 

 

 .کنیماستفاده می d برای اثبات ادعا از استقرا روی اثبات ادعا:

1dازایفرض کنیم نامساوی فوق به  با  برقرار باشد. اکنون

6که نامساوی برای هر دو نسخه فرض این
dC  با مجموعه رئوس

dv  و
dv   1در گراف

6
dC   با مجموعه رئوس

1dV 
، برقرار باشد، 

1بندی رئوس این گراف به فرم با تقسیم 'd d dA A A   و

1 'd d dB B B   1کنیم حکم برای ثابت می
6
dC   نیز برقرار

 شده داریم: یانبستقرا است. اکنون بر اساس فرض ا

1 '

1

( ) ( ) ( ) [[ , ]]

1
[[ ' , ' ]] 3 2 ( 1 )

1

d d d

d d

v V v V v V

d

d d

f v f v f v A B

A B d
d

  



   

   


  

(2)
 

 توان نشان داد:می

[[ , ]] [[ ' , ' ]]

[[ ' , ' ]] 6 2

d d d d

d

d d d d

A B A B

A A B B

 

 
 

 ( داریم:1با ترکیب این نامساوی با معادله )

1
6

1

( ) [[ ' , ' ]]

1
3 2 ( 1 ) 6 2 .

1

d

d d d d

v C

d d

f v A A B B

d
d
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 توان دید:ی میسادگ بهاما 

1 11 1
3 2 ( 1 ) 6 2 3 2 ( 2 ),

1 2

d d dd d
d d

         
 

 

 بنابراین:

1
6

1 1
( ) [[ ' , ' ]] 3 2 ( 2 ),

2d

d

d d d d

v C

f v A A B B d
d





    


  

1dو لذا حکم برای   شود.برقرار بوده و ادعا ثابت می 

 پردازیم:می 7-4اکنون به ادامه اثبات قضیه 

1dفرض کنید  6تعریف گراف  . با توجه به نحوه
dC  و بر

گراف را رئوس این توان مجموعهشرح داده شد، می آنچهاساس 

)6 صورت به )d

d dV C A B  افراز یرأسمستقل  به دو مجموعه

و  dAهای مستقل مجزای که در هر یک از بخش ییازآنجاکرد. 

dB  ًدقیقاd3 2 توانیم بین رئوس این وجود دارد؛ لذا می رأس

بگیریم. اگر در نظردو دسته یک تطابق کامل  ,a b    یکی از

 باشد، با توجه به خاصیت یکنوایی قوی داریم: های این تطابقیال

( ) ( { }) 1,d df bA f A a    

که در آن، منظور از 
dbA اجتماع مجموعه 

dA تک  با مجموعه

} چراکه است برقرار فوق نامساوی .استbیعضو }dA a  یک

چنین نیست. با  dbAکه ی است، درحالیرأسمستقل  مجموعه

درنظرگرفتن رابطه فوق برای هر یک از زوج جملات حاصل از 

 های زیر داریم:مجموع
 

[[ , ]] ( ) ( { }) 3 2 .
d d

d

d d d d

b B a A

A B f bA f A a
 

     

 بنابراین: 

6

1
( ) 3 2 ( 1 ) 3 2

1

1
3 2 ( 2 )

1

d

d d

v C

d

f v d
d

d
d



      


  



 

6یی که، آنجااز  2d 6در  رأس

dC  وجود دارد، پس حداقل یک

6رأس

dv C  که: یطور بهوجود دارد 

1
3 2 ( 2 )

1( )
6 2

d

d

d
df v

  



 

است و  موردنظرسمت راست نامساوی فوق همان کران پایین 

 کند، زیرا:این اثبات را تمام می

6

( 3) 3
( ) .

2( 1)

d d
C

d
R

d

 


  

 کران بالای نسبت اطلاعات 
استفاده  ]71 [برای اثبات کران بالا از روش تجزیه استینسون 

های خواهیم کرد. استینسون در مقاله خود روشی برای طرح

تسهیم راز در حالت کلی ارائه داده است که به آن ساختار      

-  تجزیه گویند. این روش، یک ساختار بازگشتی برای تولید

تر های تسهیم راز کوچکیک طرح تسهیم راز با استفاده از طرح

هایی از طرح اصلی است. این روش در ساختار بلوک عنوان به

دسترسی یک گراف، بر پایه یافتن یک پوشش از آن گراف است 

تا از بایست در حداقل از این گراف می یال هر کهطوریبه

های این پوشش قرار گیرد. قضیه زیر نحوه استفاده از زیرگراف

را برای معرفی یک کران بر روی ساختار دسترسی چنین پوششی 

شده در این مقاله بیان  یمعرفهای حاصل از ضرب دکارتی گراف

 کند.می

 Gهای از زیرگراف ایخانواده iGکنید  فرض ]71 [.9-4قضیه

تا از  متعلق به حداقل  Gکه هر یال از گراف طوریباشد به

iG- رأسها باشد. به ازای   v V G :تعریف کنید 

) اگر )iv V G کنیمتعریف می ( ) 0ir v   یناو در غیر 

) صورت ) ( )i ir v R G .گاهآن: 

( )

( )

ir v

i
v GR G sup






 

 ضرب حاصلدر مورد  توان یمبا توجه به قضیه فوق، نتیجه زیر را 

 سی به دست آورد:أر دکارتی یک گراف منظم با گراف کامل دو

 داریم: Gمنظم dبرای هر گراف  .4-4نتیجه 

2

1
( ) 1 (1 ) ( )R G K R G

d
   

کافی است در گراف اثبات:
2G K ی گرافها نسخه، هر یک ازG 

1dرا   های های حاصل از ضرب هر یک از یال بار و زیرگرافG 

با گراف 
2K بپوشانیم. در این صورت،  ها را یک بار توسط مربع

متعلق به  رأسآمده و هر  ها پوششتا از این  dهر یال دقیقاً در

1d ها و تا از این مربعdدقیقاً  نسخهG بنابراین، طبق ؛ است

 داریم: 1-4قضیه 

.
2

1 ( 1) ( ) 1
( ) 1 (1 ) ( )

d d R G
R G K R G

d d

  
    

حال، قضیه فوق را برای یافتن کران بالایی مطلوب برای 

6( )dR C بریم. یمکار به 

 داریم: d ازای مقدار صحیح نامنفیبه .5-4لم 

6

( 3) 3
( )

2( 1)

d d d
R C

d

 



 

6که با توجه به آن اثبات:

dC 1دکارتی دور به طول  ضرب حاصل 

در گراف  4با گراف مکعبی است لذا تمامی دورهای به طول 
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6در  1مکعبی و دورهای به طول 

dC،  یک پوشش برای این گراف

شود. رخ نامیده می-1 اختصار بهکند. این پوشش ایجاب می

6،وضوح به

dC  یک گراف( 2)d  6منظم است که دارای 2d 

، vرأسهای شامل که هر زوج از یال ییازآنجاباشد. می رأس

دقیقاً روی  رأسدهند، بنابراین، هر رخ می-1تشکیل یک 

2
1

2

d  
 

 
توان ی میسادگ بهگیرد. حال،  یمرخ قرار -1تا  

6ها یک پوشش برایرخ -1بررسی کرد که تمامی 

dC  تشکیل

6که هر یال از طوریدهند بهمی

dC  1مشمول در حداقلd   از

)ها تشکیل یکرخ -1یگر، د عبارت بهها است. رخ -1این  1)d 

6پوشش از 

dC دقیقاً  رأسدهند. از طرفی در این پوشش هر می
2 3 1

2

d d   شوند. با توجه به ها پوشیده میرخ -1بار توسط

توسط یک  1-4در قضیه  شده ارائهمحاسبه نسبت اطلاعات  نحوه

 ، داریم:Gپوشش مشخص از گراف

6

2 3
1

2 2 ( 3) 3
( )

1 2( 1)

d

d

d d
R C

d d

 
  

   
 

 

زیر  صورت بهنتیجه شده و  1-4و لم  1-4حال، قضیه اصلی از لم 

 :است

 داریم:، d برای مقدار صحیح نامنفی. 6-4قضیه 

6

( 3) 3
( ) .

2( 1)

d d d
R C

d

 



 

مبین یک مقدار دقیق برای نسبت اطلاعات  درواقعقضیه فوق 

های حاصل از ضرب دکارتی، یک رده نامتناهی از گراف

 .هستشده در این مقاله  یمعرف

در این مقاله مقدار دقیق نسببت اطلاعبات    1-4اگرچه قضیه 

گراف
6

dC ی ببالایی و پبایینی   هبا  کرانکند، برخی  را مشخص می

دست به ]71و  71[توان از مراجع  برای این نسبت اطلاعات را می

 کبه   ییآنجا از، واقع درآورد. 
6

dC   یبک گبراف( 2)d    مبنظم

 است، داریم
6

3
( )

2

d d
R C


  6 کبه  ییازآنجبا و نیز

dC گبرافd-

گیبرد داریبم   زیرگبراف القبایی خبود در برمبی     عنوان بهمکعبی را 

6( ) ( )
2

d

d

d
R Q R C ( 7. در جببدول)    مقببدار دقیببق نسبببت

اطلاعات 
6

dC  که باR   هبای   نمایش داده شده است با ایبن کبران

همچنبان کبه از ایبن جبدول      ایینی مقایسه شده اسبت. بالایی و پ

نشبان داده   UGAP با کران بالایی کبه ببا   Rشود، فاصله  دیده می

باشبد،   یمب ، کمتر LGAP شده، از فاصله آن با کران پایینی، یعنی

 تر است. یکنزدبه کران بالایی  Rیگر د عبارت به

 پایینیی بالایی و ها کرانبه همراه  نسبت اطلاعات (:1جدول )

ugap lgap R upper lower d 

4/7 4/1 4/1 1 1/7 7 

9/7 1/1 1/79 1/1 7 1 

1/9 1/3 1/17 9 1/9 9 

1/1 71/77 71/97 1/1 1 4 

71/1 71/79 71/49 4 1/1 1 

1/9 74/71 74/11 1/3 9 1 

71/1 71/71 71/19 1 1/1 1 

3/4 71/73 71/37 1/77 4 1 

11/3 71/17 11/777 1 1/3 3 

77/1 11/19 11/799 1/79 1 71 

 گیرینتیجه -5

 نسبت اطلاعات ساختارهای دسترسی گرافی  در این مقاله،

های تسهیم راز مورد مطالعه قرار گرفت. به این منظور کران طرح

دکارتی یک درخت  ضرب حاصلپایینی برای نسبت اطلاعات 

3mبرای هر  mCو دور  9قطر حداقل دلخواه با    یافتیم. برای

یافتن این کران پایین از نسبت اطلاعات یک زیرگراف القایی 

شده در این گراف استفاده شد. علاوه براین، معروف و شناخته

6بهترین نسبت اطلاعات، طرح تسهیم راز کامل بر پایه گراف 

dC 

6ه در آن، را تعیین کردیم ک

dC  گراف حاصل از ضرب دکارتی

 مکعب است. d با گراف 1دور به طول 

1dتر، برای هر دقیق طور به  ثابت کردیم که ،

6

( 3) 3
( )

2( 1)

d d d
R C

d

 



. جهت ارائه کران بالای نسبت اطلاعات 

6

dCهایی با نسبت اطلاعات ، از پوشش این گراف توسط زیرگراف

معین به روش تجزیه استینسون استفاده شد. در بیشتر مقالاتی 

های غیردقیق و اند کرانکه تاکنون به این موضوع پرداخته

که در این مقاله نتیجه ای ارائه شده است، درحالیبازه صورت به

 یک کران دقیق معرفی گردیده است. صورت بهاصلی 

های تواند نسبت اطلاعات دقیق گرافمی مند علاقهخواننده 

 بسیاری که هنوز تعیین نگردیده است را مورد مطالعه قرار دهد.

 تقدیر و تشکر -6

 خاطربه های بنیادیننویسنده دوم، از حمایت پژوهشگاه دانش

     تقدیر و تشکر  CS1397-4-74 طرح شمارهحمایت مالی با 

 .نمایدمی
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ABSTRACT  

In this paper, we find a lower-bound for the information ratio of the cartesian product of an arbitrary tree         

with diameter at least  3 and a cycle Cm  for every m3.  Moreover, we determine the best information ratio of           

the perfect secret sharing scheme based on the graph  constructed from the cartesian product of a cycle of  

length 6 with  the d -dimensional cube Qd . More precisely, it is shown that for every d1 , the information ratio of  

is exactly  
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